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ДИРАКОВСКАЯ ЗВЕЗДА  
С ДИПОЛЬНЫМ МАГНИТНЫМ ПОЛЕМ  

 
 

Исследованы компактные гравитирующие конфигурации, состоящие из сильно замагни-
ченной спинорной жидкости. Последняя описывается эффективным уравнением состояния, 
получающимся в пределе больших величин константы самодействия нелинейного спинорного 
поля. Найдены регулярные статические асимптотически плоские решения, описывающие 
конфигурации с конечными размерами (дираковские звёзды). Построены соотношения масса-
радиус для звёзд с массами порядка массы Чандрасекара и радиусами, сопоставимыми с 
размерами нейтронных звёзд. Исследована структура дипольного магнитного поля, 
моделируемого в форме осесимметричного полоидального поля, создаваемого тороидальными 
электрическими токами. Плотность энергии магнитного поля полагается много меньшей, чем 
плотность энергии спинорной жидкости. Рассчитаны радиальная и тангенциальная компоненты 
напряжённости магнитного поля. Показано, что их распределения по радиусу конфигураций 
аналогичны распределениям полей у нейтронных звёзд.  

Ключевые слова: спинорная жидкость, компактные гравитирующие конфигурации, 
дипольное магнитное поле.  
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Dirac star with a dipole magnetic field 
 
Compact gravitating configurations consisting of strongly magnetized spinor fluid are studied. The 

latter is described by an effective equation of state which is obtained in the limit of large values of the 
coupling constant of a nonlinear spinor field. Regular static asymptotically flat solutions describing 
configurations with finite sizes (Dirac stars) are found. Mass-radius relations for stars with masses of the 
order of the Chandrasekhar mass and radii comparable with sizes of neutron stars are constructed. The 
structure of a dipole magnetic field modeled in the form of an axisymmetric poloidal magnetic field 
created by toroidal electric currents is investigated. The energy density of the magnetic field is assumed 
to be much smaller than that of the spinor fluid. The radial and tangential components of the magnetic 
field strength are computed. It is shown that their distributions along the radius of the configurations are 
similar to those of neutron stars. 

Key words: spinor fluid, compact gravitating configurations, dipole magnetic field. 
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Диполдіқ магнит өрісімен Дирак жұлдызы 
 

Қатты магниттелген спинорлық сұйықтан тұратын жинақталған гравитациялық конфигура-
циялар зерттелді. Магниттелген спинорлық сұйықтық үлкен шамалы тұрақтылар өзара әрекет-
тесу сызықты емес спинор өрісін сипаттайтын эффективті күй теңдеуімен сипатталады. Ақырлы 
өлшемді конфигурацияларды сипаттайтын (Дирак жұлдызы) тұрақты статика асимптотикалық 
жазық шешімі табылған. Нейтронды жұлдыздардың өлшемдерімен салыстырып Чандрасекара 
жұлдыздары сияқты жұлдыздар үшін салмағы мен радиустарына шешімдер алынған. Тороидтық 
электр тоқтарымен тудырылатын өсті симметриялы полоидтық өріс нысанында моделденген 
дипольдік магнит өрісінің құрылымы зерттелген. Магнит өрісінің энергиясының тығыздығы 
спинор сұйықтық энергиясының тығыздығынан едәуір аз. Магнит өрісі кернеулігінің радиалды 
және тангенциалды компоненттері есептелген. Нейтронды жұлдыздар өрістерінің таралуы 
олардың үлестіру радиусы бойынша конфигурацияларына ұқсас екендігі көрсетілген. 

Түйін сөздер: спинорлық сұйықтық, жинақталған гравитациялық конфигурациялар, 
диполдіқ магнит өрісі. 

 
 
1 Введение 
 
Поиск частицеподобных решений является 

традиционным направлением исследований тео-
рии классического поля. Для этого рассматри-
ваются полевые системы, образованные нели-
нейными полями с различными спинами (см., 
например, монографии [1, 2]). Следующим ес-
тественным шагом является включение в такие 
системы гравитационного поля. Наличие по-
следнего позволяет получать гравитационно 
замкнутые системы, физические характеристики 
которых варьируются в очень широких пре-
делах. В частности, полученные за последние 
несколько десятков лет результаты указывают, 
что гравитирующие конфигурации, образован-
ные полями со спином 0 (бозонные звёзды) мо-
гут обладать как характеристиками, типичными 
для атомов, так и параметрами, типичными для 
галактик [3]. 

Что касается фундаментальных полей с не-
нулевым спином, то здесь проведено гораздо 
меньшее количество исследований гравитирую-
щих систем. В частности, отметим исследования 
конфигураций, образованных полями со спином 
1 – Янга-Миллса (безмассовые векторные поля) 
[4] или Прока (массивные векторные поля) [5]. 
Также в литературе рассматриваются частице-
подобные системы со спинорными полями со 
спином 1/2, образованные как линейными [6, 7], 

так и нелинейными спинорными полями [8, 9]. 
Такие конфигурации удерживаются от коллапса 
под действием собственного поля тяготения бла-
годаря принципу неопределённости Гейзен-
берга. 

С точки зрения астрофизических прило-
жений наибольший интерес представляют кон-
фигурации с параметрами, типичными для звёзд. 
В случае бозонных звёзд получение таких 
параметров достигается, в частности, путём 
рассмотрения потенциалов скалярного поля с 
большими величинами константы самодействия 
[10]. В наших недавних работах мы показали, 
что для систем со спинорным полем этого также 
удаётся добиться [8, 9]. При этом, как и в случае 
с бозонными звёздами, в пределе больших 
величин константы самодействия возможно 
ввести некое эффективное гидродинамическое 
уравнение состояния (УС), которое может быть 
использовано для приближённого описания 
таких систем. В данной статье мы воспользуемся 
УС такого типа для построения равновесных 
решений в рамках теории тяготения Эйнштейна 
и исследуем вопрос о структуре дипольного 
магнитного поля получаемых конфигураций. 
Магнитные поля такого рода часто рассматри-
ваются в литературе при моделировании нейт-
ронных звёзд, и поэтому представляется инте-
ресным сравнить структуру таких полей у 
нейтронных и дираковских звёзд. 
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2 Постановка задачи и уравнения 
 
2.1 Спинорная жидкость 
В работах [8, 9] мы исследовали грави-

тирующую систему с нелинейным спинорным 
полем �, описываемым лагранжианом 

 

��� =
���
2 �������� − �������� − 

−������ + �
� (���)�,          (1) 

 
который содержит ковариантные производные 
��� = ��� + 1������������ − ������� , где �� 
есть матрицы Дирака в стандартном пред-
ставлении в плоском пространстве, а ���� есть 
спиновая связность (её определение см., напри-
мер, в [2]); �  – константа связи; �  – масса 
спинорного поля. 

В статьях [8, 9] продемонстрировано, что в 
пределе больших отрицательных значений без-
размерной константы связи |�̅| ≫ 1  удаётся 
получать конфигурации, размеры и массы 
которых сопоставимы с характеристиками, ти-
пичными для нейтронных звёзд. Там также 
показано, что такие предельные конфигурации 
могут описываться неким эффективным гидро-
динамическим уравнением состояния, связы-
вающим давление � и плотность энергии �:  

 

� = ��
� �1 + 3 �

��
− �1 + 6 �

��
�,      (2) 

 
где �� = �������  можно рассматривать как 
некоторую характерную плотность энергии 
конфигурации [здесь �� = ��(��) ]. При этом 
саму конфигурацию, описываемую таким 
эффективным УС, можно рассматривать как 
состоящую из жидкости, которую мы будем 
назвать спинорной жидкостью. 

2.2 Полевые уравнения 
Мы будем рассматривать компактную гра-

витирующую систему, состоящую из замагни-
ченной спинорной жидкости. Лагранжиан такой 
системы может быть представлен в виде:  

 
� = − ��

���� � −
�
� ������ + ���.      (3) 

 
Здесь � есть константа тяготения Ньютона, 

���  – тензор электромагнитного поля, ���  – 
лагранжиан спинорной жидкости. 

Нашей целью будет получение регулярных 
решений уравнений Эйнштейна и Максвелла и 
исследование структуры магнитного поля кон-
фигураций такого рода. При моделировании 
магнитного поля мы будем исходить из сле-
дующих упрощающих предположений [11]: (1) 
Магнитное поле выбирается в форме осесиммет-
ричного полоидального магнитного поля, созда-
ваемого тороидальными электрическими тока-
ми. (2) В общем случае наличие такого поля в 
системе должно приводить к отклонению формы 
конфигурации от сферической симметрии. 
Однако для рассматриваемых в рамках данной 
статьи величин напряжённости магнитного поля 
порядка 10�� − 10��  Гс эти отклонения будут 
малыми, поскольку энергия магнитного поля 
много меньше гравитационной энергии [12]. Это 
позволяет пренебречь в нулевом приближении 
деформациями конфигурации, связанными с 
магнитным полем и рассматривать такие дефор-
мации как эффект второго порядка малости. 

В рамках указанных приближений для 
описания недеформированных конфигураций 
мы воспользуемся следующей сферически-
симметричной метрикой в Шварцшильдовских 
координатах:  

 
��� = ��(���)� − ����� − 

 
−��(��� + sin������),         (4) 

 
где метрические функции �, � зависят только от 
радиальной координаты �, а �� = ��� есть вре-
менная координата. Используя этот линейный 
элемент, можно получить систему обыкновен-
ных дифференциальных уравнений для мет-
рических функций и спинорной жидкости. Такие 
уравнения мы будем называть фоновыми. 

Решая эти фоновые уравнения и ограничи-
ваясь рассмотрением дипольного поля, можно 
вычислить распределение этого поля на таком 
сферически-симметричном фоне, задаваясь 
определённой напряжённостью поля на границе 
звезды. В этом случае в уравнении Максвелла в 
качестве источника используется ток, который, 
однако, не может быть выбран произвольным 
образом, а должен удовлетворять условию 
интегрируемости [11,13]. 

В качестве источника вещества в гравита-
ционных уравнениях Эйнштейна возьмём сле-
дующий тензор энергии-импульса (без учёта 
электромагнитного поля):  
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��
� = (� + �)���� − ��

��,        (5) 
 

где ��  – 4-скорость. Тогда гравитационные 
уравнения Эйнштейна дают, соответственно, 
уравнение Толмена-Оппенгеймера-Волкова и 
уравнение для массы:  
 

�
� �1 − �

√������ ���
�� = −(�̅ + �̅) �����̅

�(�����),    (6) 
 

��
�� = ���,̅               (7) 

 
где � = ����/(�������) . При записи этих 
уравнений мы ввели новую функцию �(�) , 
определяемую как  
 

��� = 1 − 2��(�)
��� , 

 
и воспользовались безразмерными пере-
менными  

 
� = �

� ,    (�̅, �)̅ = (�,�)
��

,    � = ���

������,    (8) 
 

где � есть характерный размер системы. В свою 
очередь, функция �(�)  играет роль текущей 
массы конфигурации, заключённой в радиусе �. 
Кроме того, воспользовавшись (5), из закона 
сохранения тензора энергии-импульса ����� = 0 
можно получить  

 
��̅
�� + �

� (�̅ + �̅) ��
�� = 0.        (9) 

 
Выпишем теперь уравнение для магнитного 

поля. Для этого, следуя [11], выберем осесим-
метричный анзац для полоидального магнитного 
поля, создаваемого 4-током �� = (0,0,0, ��). Для 
такого тока электромагнитный 4-потенциал �� 
имеет только � -компоненту �� = (0,0,0, ��) 
Учитывая ненулевые компоненты тензора 
электромагнитного поля ��� = ∂��/ ∂�  и 
��� = ∂��/ ∂Θ, общие уравнения Максвелла  

 
1

�−�
∂

∂�� ��−����� = − 1
� �� 

 
для фоновой метрики (4) дают следующее 
эллиптическое уравнение на ��:  
 

��� ∂���
∂�� + 1

2 (�� − ��)��� ∂��
∂� + 

 
+ �

��
����
��� − �

�� cotΘ ���
�� = − �

� ��.    (10) 
 
Его решение ищется путём разделения 

переменных в виде �� = �(�)�(�), �� =
�(�)�(�) , что даёт следующее уравнение для 
функции �:  

 
 

������ + �
� (�� − ��)����� − �(���)

�� � = − �
� �, (11) 

 
где штрих обозначает производную по �. В этой 
статье мы будем рассматривать физически 
наиболее интересный случай дипольного 
магнитного поля, когда � = 1 . Тогда функция 
� = −�����  и мы соответственно имеем �� =
−�(�)�����,    �� = −�(�)�����. 

Решение уравнения (11) может быть найдено 
после задания тока �. Как известно [11], ток � не 
может быть выбран произвольно, поскольку он 
должен удовлетворять условию интегри-
руемости. Исходя из этого условия может быть 
выведено следующее уравнение (его получение 
см. в [11,14]):  

 
�� − ��

� − �
� �� �1 + ��

���� � = 0.      (12) 
 

Учитывая (9), это уравнение может быть 
проинтегрировано в виде � = ����(� + �) , где 
�� – константа интегрирования. Подставляя это 
выражение в (11) и вводя безразмерные 
переменные  

 

�� = ���
�� ����,    � ̅ = 1

����
�, 

окончательно получим  
 

��� ����
��� + 1

2 ���
�� − ��

��� ��� ���
�� − 2

�� �� = 
 

=  − ���̅
� ��(�̅ + �̅),          (13) 

 
где  

��� = 1 − 2�
�� ,    ��

�� = − 2�̅�

� ̅ + �̅. 
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Таким образом у нас имеется система трёх 
уравнений (6), (7) и (13) для трёх неизвестных 
функций �,̅ �  и �� . Её численное решение 
представлено в следующем разделе. 

 
3 Численные результаты 
 
В этом разделе мы численно проинтегрируем 

полученные выше уравнения. При этом мы бу-
дем искать решения с конечными размерами 
жидкости, на границе которой (при � = �� ) 
плотность энергии и давление равны нулю. За 
пределами жидкости имеется внешнее асимпто-
тически плоское пространство-время, содержа-
щее магнитное поле. 

Для получения решения необходимо задать 
граничные условия в окрестности центра кон-
фигурации � = 0 , которые мы выбираем в 
следующем виде:  

 
�̅ � ��̅ + �

� ��̅��,   � � �
� ��,    �� � �

� �����,  (14) 
 

где ��̅ � �����  есть безразмерная центральная 
плотность энергии. Свободные коэффициенты 

��� и ��̅, входящие в (13) и (14), определяются 
исходя из требования получения асимптоти-
чески затухающего магнитного поля с заданной 
величиной на поверхности жидкости. Зату-
хание магнитного поля определяется асимп-
тотическим выражением на электромагнитный 
потенциал  

 

��� − �� ����1 − �� + � + 1
2 ���. 

 
В этом решении � = 2����������  соответ-

ствует внешнему вакуумному решению для 
фоновой конфигурации с массой, сконцентри-
рованной внутри радиуса ��. 

В свою очередь для напряжённости магнит-
ного поля можно получить следующие тетрад-
ные компоненты (т.е. компоненты, измеряемые 
локально инерциальным наблюдателем):  

 

 
��̂ = −����� = ���

��������
����

�� ��,

��� = ��̂�� = − ��

��������
����

� ���
����.

   (15)

  
 

 
 

Рисунок 1 – Соотношение масса-радиус для систем  
с массой спинора � = 0,3 ГэВ (основной график) и � = 1 ГэВ (график на вставке).  

Масса конфигураций дана в массах Солнца, радиус – в километрах 
 

 
Результаты численного решения представле-

ны на рис. 1 и 2. На рис. 1 показаны соотношения 
масса–радиус для рассматриваемых фоновых 
конфигураций при выборе двух типичных 
значений массы спинора � = 1 ГэВ  и � =
0,3 ГэВ . Из этого рисунка видно, что в обоих 
случаях кривые имеют максимум, разделяющий 
устойчивые (расположены справа от макси-
мума) и неустойчивые (расположены слева от 

максимума) конфигурации. Такое поведение 
соотношения масса–радиус является типичным 
для релятивистских звёзд, включая нейтронные. 
При этом в случае � = 0,3 ГэВ  мы получаем 
массы и размеры систем, близкие к типичным 
характеристикам нейтронных звёзд. Это 
позволяет рассматривать исследуемые здесь 
системы как звёзды, образованные спинорной 
жидкостью (дираковские звёзды). 
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Рисунок 2 – Тетрадные компоненты ��̂ и ���  магнитного поля  
(в единицах поверхностной напряженности магнитного поля �� на полюсе),  

вычисленные на оси симметрии (Θ = 0) и в экваториальной плоскости (Θ = ���) соответственно.  
Тонкая вертикальная линия соответствует границе жидкости �� 

    
 
Продолжая аналогию с нейтронными звёз-

дами, можно рассмотреть распределение маг-
нитного поля вдоль радиуса конфигураций, 
представленное на рис. 2, где показаны значения 
компоненты ��̂  на оси симметрии (Θ = 0 ) и 
значения компоненты ���  в экваториальной 
плоскости ( Θ = ��� ). Данные распределения 
построены для систем, находящихся в окрест-
ности максимума массы (см. рис. 1). Расчёты 
показывают, что для обеих выбранных масс 
спинора � = 1����  и � = 0������  распределе-
ния магнитного поля практически совпадают. 
При этом, как и в случае с нейтронными звёз-
дами (см. статью [15]), компоненты поля имеют 
экстремумы в центре конфигурации. В этом 
отношении системы со спинорной жидкостью 
также похожи на нейтронные звёзды. 

Отметим, что уравнения (11) и (12) инва-
риантны относительно преобразований �� � �
��� ��, где � – любая константа. Соответственно 
компоненты магнитного поля, задаваемые ур. 
(15), преобразуются как ��̂� ��� � ���̂� ���� . 
Тогда, если одновременно заменить �� � ��� , 
представленные на рис. 2 графики не будут 
меняться при любой величине поля, а размерные 
значения (в гауссах) напряжённости магнитного 
поля могут быть получены путём умножения 
этих графиков на необходимое поверхностное 
значение �� . Очевидно, что такая масштабная 
инвариантность будет иметь место только в 
рамках применяемого здесь приближения, когда 
можно пренебречь влиянием магнитного поля на 

фоновые конфигурации. В частности, полу-
ченные графики могут быть использованы при 
рассмотрении магнитных полей с напряжённос-
тями ��~10�� − 10�� Гс, типичными для нейт-
ронных звёзд. 

Суммируя полученные результаты, мы рас-
смотрели компактные сильно гравитирующие 
конфигурации, состоящие из замагниченной 
спинорной жидкости. Последняя моделирова-
лась с использованием эффективного уравнения 
состояния, получаемого из рассмотрения пре-
дельного случая больших отрицательных зна-
чений константы самодействия нелинейного 
спинорного поля. Для такого случая удаётся 
получить конфигурации с массами порядка 
массы Чандрасекара и размерами порядка 10 
километров (параметры, типичные для нейтрон-
ных звёзд). Это позволяет называть такие конфи-
гурации дираковскими звёздами. 

Используя найденные равновесные конфигу-
рации в качестве фоновых, исследована струк-
тура осесимметричного полоидального магнит-
ного поля, создаваемого тороидальным электри-
ческим током. Для этого мы выбрали типичные 
значения массы спинорного поля �~1����, для 
которых построены соответствующие зависи-
мости масса-радиус (см. рис. 1). Эти зависи-
мости аналогичны кривым, получаемым для 
других релятивистских конфигураций, включая 
нейтронные звёзды. 

Как и в случае рассмотрения магнитного 
поля нейтронных звёзд [15] здесь мы выбирали 
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физические параметры таким образом, чтобы с 
точки зрения удалённого наблюдателя рассмат-
риваемые в этой статье конфигурации обладали 
бы напряжённостями поверхностного магнит-
ного поля, типичными для нейтронных звёзд. В 
рамках такого подхода показано, что получае-
мые здесь объекты обладают распределениями 
внутреннего и внешнего магнитного поля, 

качественно и количественно похожими на 
магнитное поле нейтронных звёзд. 
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