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МЕТОДЫ РАСЧЕТА МАГНИТНОГО ПОЛЯ  
ВРАЩАЮЩЕГОСЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗАРЯДА  

СО СФЕРИЧЕСКОЙ СИММЕТРИЕЙ 
 

 
В работе рассматриваются методы нахождения магнитного поля вращающейся и равномерно 

заряженной сферы. Особое внимание уделяется относительно новому так называемому методу 
Марша, который может быть использован для широкого класса задач. Данный метод позволяет 
легко найти решения для задачи со сложными условиями. Здесь метод применяется к простому 
сферическо-симметричному случаю, решения которого известны. Все вычисления показаны 
подробно, с полным разбором аналитических выкладок. Приводится сравнение известных 
методов нахождения магнитного поля вращающихся заряженных сфер. Показывается, как с 
помощью метода Марша можно построить силовые линии магнитного поля в программном 
пакете «Wolfram Mathematica». Работа преследует педагогические цели и посвящена студентам, 
магистрантам, докторантам и молодым специалистам высшего учебного заведения по 
специальностям физика, ядерная физика и астрономия. 
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Methods for calculating the magnetic field  
of rotating charge distribution with spherical symmetry 

 
The paper considers the methods for finding the magnetic field of a rotating and uniformly charged 

sphere. Special attention is drawn to the relatively new so-called March method, which can be used for 
a wide class of problems. This method makes it easy to find solutions for problems with complex 
conditions. Here the method is applied for a simple spherically symmetric case, the solutions of which 
are known. All calculations are shown in detail, with a full analysis of analytical calculations. A 
comparison is made with the known methods for finding the magnetic field for rotating charged spheres. 
It is shown how using the Marsh method one can construct force lines of the magnetic field in “Wolfram 
Mathematica” package. The work pursues pedagogical goals and is dedicated to students, 
undergraduates, Ph.D. students and young specialists of higher educational institutions in the specialties 
of physics, nuclear physics and astronomy. 
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Сфералық симметриялы үлестірілген айналмалы зарядтың  
магниттік өрісін есептеу әдістері 

 
Жұмыста айналмалы және біркелкі зарядталған сфераның магнит өрісін табу әдістері 

қарастырылады. Салыстырмалы түрде жаңа Марш әдісіне ерекше назар аударылады. Ол кең 
ауқымды мәселелерге қолданылуы мүмкін. Бұл әдіс күрделі жағдайларға байланысты есептерді 
шешуді жеңілдетеді. Жұмыста әдіс шешімдері белгілі қарапайым сфералық симметриялық жағ-
дайға қолданылады. Барлық есептеулер аналитикалық өрнектерді толық талдау арқылы нақты 
көрсетіледі. Магнит өрісін табудың белгілі әдістерімен салыстыру жүргізіледі. Марш әдісінің 
көмегімен «Wolfram Mathematica» бағдарламалық пакетінде магнит өрісінің күш сызықтарын 
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қалай тұрғызуға болатыны көрсетілді. Жұмыс педагогикалық мақсаттарды көздейді және 
жоғары оқу орындарының студенттеріне, магистранттарына, докторанттарына және жас маман-
дарына, олардың ішінде физика, ядролық физика және астрономия мамандықтарына арналған.  

Түйін сөздер: магниттік өріс, Максвелл теңдеулері, Лаплас теңдеуі, Марш әдісі. 
 
 
Введение 
 
Магнитное поле представляет собой один из 

видов материи. Оно обладает энергией, которая 
проявляет себя в виде электромагнитных сил, 
действующих на отдельные движущиеся элек-
трические заряды (электроны и ионы или другие 
намагниченные тела) и на их потоки, т.е. элек-
трический ток. Магнитное поле создается дви-
жущимися заряженными частицами и телами, 
проводниками с током и постоянными магни-
тами [1-7]. В астрофизике магнитное поле яв-
ляется одним из основных свойств небесных тел, 
начиная от планет, звезд главной последо-
вательности до компактных объектов, таких как 
белые карлики и нейтронные звезды [8, 9]. 

В работе проводится анализ в рамках клас-
сической электродинамики для исследования 
магнитного поля, индуцированного равномер-
ным распределением заряда на сферической 
поверхности, когда сфера вращается как твердое 
тело вокруг оси симметрии с постоянной 
угловой скоростью. Представлены три основных 
метода расчета, которые часто используются в 
литературе для решения прикладных задач 
электродинамики и астрофизики [10-12]. 

Постановка рассматриваемой задачи выг-
лядит следующим образом: «Сфера радиуса R 
вращается с угловой скоростью ω вокруг оси z. 
Поверхностная плотность заряда σ постоянна. 
Найти напряженность магнитного поля внутри и 
снаружи сферы» (рис. 1 (a)) [10]. Рассмотрим 
решение этой задачи на основе трёх часто 
используемых методов. 

 
Метод c использованием решения урав-

нения Лапласа 
 
Для вращающейся сферы поверхностный ток 

задается следующим образом: 
 

��пов. = ���, (1)
где �� – линейная скорость точки на сфере 

  
�� = ������ ����, (2)

где ��� = �������, ������ – единичный вектор вдоль 
радиус вектора �� [10]. Из рисунка 1 (b) видно, 
что абсолютная величина линейной скорости 
равна: 

 
� = �� ��� � (3)

    
Рисунок 1 – (a) Схематическое изображение вращающейся сферы радиуса R, 
угловой скоростью ����, направленной по оси z и поверхностной плотностью �. 

(b) соответствующие сферические координаты 
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И конечная формула для модуля поверх-
ностного тока имеет вид: 

 
�пов. = ��� s�� � (4)

 
Поскольку внутри и вне сферы токи отсут-

ствуют, то можно ввести потенциал магнитного 
поля как: 

 

���� = � −∇�����     пр�     � � �    в���р� �феры,   
−∇�����      пр�    � � �    в�е �феры.             (5) 

 
Подставляя последнее в уравнение Мак-

свелла для дивергенций магнитного поля, т.е. 
������� = 0 [12], получим уравнение Лапласа: 

 
�∆�� = 0      пр�     � � �,
∆�� = 0      пр�     � � �. (6)

 

Так как в данной задаче имеется сферическая 
симметрия, используем решение уравнения Лап-
ласа в сферической системе координат. Запи-
сываем разложения потенциалов в сферические 
функции [14]: 

 

��
�
���� = � ������(cos �)

�
        пр�         � � �,

�� = � ����(���)��(cos �)
�

    пр�        � � �,
 (7)

где 
��(�) = �

���!
��

��� (�� − 1)�, (8)
 

есть полином Лежандра, � = cos �, ��, �� – коэф-
фициенты разложения, которые вычисляются из 
граничных условий и � = 1, 2, 3, � [15]. 

Запишем первые два (хотя можно рассмот-
реть более двух) слагаемых разложения: 

 
 
 ��� = �����(cos �) + ������(cos �) + ⋯ пр� � � � ,

�� = �������(cos �) + �������(cos �) + ⋯ пр� � � � , (9)

 
 
где ��(cos �) = cos � , ��(cos �) = �

� (3cos�� − 1). 
Из теории классической электродинамики 

известно, что граничные условия на поверх-
ности сферы (при � = �) имеют следующий вид 
[10, 16, 17]: 

 

�
���
�� − ���

�� = 0,           
1
�

���
�� − 1

�
���
�� = �пов.

 (10)

Подставляя (9) в граничные условия (10) 
при � = � получим: 

 

�
�
�
�
� �� cos � + ���(3 (cos�)� − 1) + ⋯ = −2����� cos � − 3

2 �����(3 (cos �)� − 1) + ⋯,           
1
� (���(− s�� �) + ����(−3 cos � s�� �) + ⋯ ) −                                                                                      

− 1
� (�����(− s�� �) + �����(−3 cos � s�� �) + ⋯ ) = �пов. = ��� s�� �.

 (11) 

 
 
Чтобы найти коэффициенты �� и ��, 

достаточно использовать метод неопределенных 
коэффициентов [18]. Очевидно, что только 
коэффициенты при � = 1 имеют нетривиальные 
значения 

�� = − 2
3 ���, �� = 1

3 ����. (12) 
 
Для � � 1 все коэффициенты ��, �� = 0. 

Тогда: 
 

�
�� = − 2

3 ���� cos � = − 2
3 ��(���� � ��) пр� � � � ,

�� = 1
3�� ���� cos � = 1

3�� ���(���� � ��) пр� � � � .
 (13) 
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Напомним, что градиент скалярного произ-
ведения двух векторов имеет следующий вид 
[10, 19]: 

 
∇���(���� ∙ ��) = grad(���� ∙ ��) = ����� ∙ ∇������ + 

+ ��� ∙ ∇�������� + [���� � r����] + [�� � r������] = ���� 
(14) 

 
где принято во внимание, что ���� - постоянный 
вектор. Также следует заметить, что градиент 
произведения двух скалярных функции � и � 
определяется как 

 
∇���(��) = grad(��) = �∇���� + �∇���� (15) 

 
Если � = �(�), тогда градиент 
 

∇����(�) = grad�(�) = ��
��

��
� = ��

�� ������ (16)
 
Для удобства расчетов можно положить � =

(���� ∙ ��) и � = �
��. 

В итоге, используя (5), (7), (12), ��� = ������� 
(пологая, что магнитная проницаемость среды 
� = 1), формулы градиента и записывая 

уравнения в векторном виде, получаем величину 
магнитного поля внутри и снаружи сферы: 

 

��� = �
2
3 ��������                п��  � � ��

− 1
3

�����

�� ���� + �����

�� (���� ∙ ��)�� п�� � � ��
(17)

 
где ���� = ����, �� = �������, �� – магнитная постоянная. 
Внутри сферы поле направлено вдоль ����. Вне 
сферы магнитное поле равно полю системы с 
магнитным моментом ���� = ��

� ������� [16]: 
 

��� = − ��
���� ���� + 3��

���� (���� ∙ ��)��      
 

п�� � � �. 
(18) 

 
Метод интегрирования малых элементов 
 
Для удобства интегрирования выберем 

систему координат так, чтобы �� был направлен 
по оси �, а ���� находился в плоскости �� с углом 
� к оси � (рис. 2) [11]. 

 
 

Рисунок 2 – Схематическое изображение вращающейся сферы радиуса R, 
угловой скоростью ���� в плоскости xz с углом � к оси z и поверхностной плотностью � 

 
Векторный потенциал выражается сле-

дующей формулой: 
 

��(��) = ��
�� � ��пов.(���)

|��� − ��| ��′ (19) 

 

где ��� = ���, тогда знаменатель интеграла 
 

� = |��′ − ��| = ���� − ��� = 
 

= ��� + �� − 2�� ��� �� 

(20)
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и ��� – элемент площади 
 

��′ = �� �i� �′ ��′��′ (21)
 
Скорость в точке ��′ вращающего твердого 

тела: 
 

�� = [����� ��′] =

= �
�� �� ���

� �i� � 0 � �o� �
� �i� �′ �o��′ � �i� �′ �i��′ � �o� �′

� = 

 
= ���−(�o� � �i� �� �i���)��

+ (�o� � �i� �′ �o��′
− �i� � �o� �′)��+ 

+(�i� � �i� �′ �i��′)����� 

(22)

 
Заметим, что члены с �i��′� и �o� �′ обра-

щаются в нуль при интегрировании: 
 

� �o��′ ��′
��

�
= � �i��′ ��′

��

�
= 0 (23)

 
Тогда вектор потенциал 
 

��(��) = 

= −���
��� �i� �
2 � �o� �′ �i� �′

√�� + �� − 2�� �o� �� ��′
�

�
�� (24)

 
Приняв � � �o� �′, получаем: 

� �
√�� + �� − 2��� �� =

��

��

= −�
� + �� + ���
3���� ��� + �� − 2��� �+1−1 = 

= − 1
3���� [(�

� + �� + ��)|� − �| − 

−(�� + �� − ��)(� + �)] 

(25)

 
Если точка находится внутри сферы, то � �

� и предыдущие выражение примет вид (2��
3��); если точка находится снаружи сферы, то 
� � � и выражение выглядит (2��3��). 
Учитывая что [����� ��] = −�� �i� � ��, в итоге, 
получаем: 

 

��(��) = �
1
3����[����� ��]������� ������������ � ��
1
3
�����
�� [����� ��]���� ����������� � �.

 (26)

 

Запишем ротор векторного произведения 
двух векторов [10, 19] 

 
∇��� × [����� ��] = rot[����� ��] = 
= ��� ∙ ∇�������� − ����� ∙ ∇������ + 
+����div�� − ��div���� = 2���� 

(27)

 
также запишем формулу для rot������, где ��� – 
произвольный вектор 

 
∇��� × ������ = rot������ = �rot��� + �∇����� ���� (28)
 
Здесь, также для удобства расчетов, можно 

положить ��� = [����� ��] и � = �
��. С помощью 

выражения для векторного потенциала, получим 
индукцию магнитного поля: 

 
��� = ∇��� × �� = rot�� = 

= �
2
3�������� �������������������� � ��

−13
�����
�� ���� + �����

�� (���� ∙ ��)��������� � �.
 

(29)

 
Метод Марша 
 
Во многих задачах в каждой точке прост-

ранства плотность распределения заряда и 
плотность тока остаются неизменными. В таких 
ситуациях метод Марша позволяет найти отно-
сительно легкую взаимосвязь между магнитным 
полем и электростатическим полем [12]. 

Сначала опишем метод для произвольного 
распределения заряда, затем используем его для 
нашего случая. Тогда в общем случае выражение 
(1) можно записать как: 

 
��объем.(��) = �(��)�� (30)

 
где ��объем.(��) – объемная плотность тока, сле-
довательно, �(��) – объемная плотность заряда. 
Тогда векторный потенциал (19) запишется как: 

 

��(��) = ��
�� �� �

�(��′)����′
|�� − ��′| = (�����)�(��) (31)

где 

�(��) = 1
���� �

�(��′)����′
|�� − ��′|  (32)

 
это электростатический потенциал в зависи-
мости от распределения заряда (пологая, что  
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диэлектрическая проницаемость среды � = 1), 
�� – электрическая постоянная, � = 1������ - 
скорость света в вакууме. 

Тогда магнитное поле записывается как: 
 

���(��) = ∇��� × ��(��) = (����) × ���(��) , (33)
 

где ��� = −∇����(��) электростатическое поле 
(напряженность электрического поля). 

Здесь уравнение (30) примет вид: 
 

��объем.(��) = �(��)�� = �(��)[����, ��]. (34)
 
Тогда векторный потенциал (31) будет равен 
 

��(��) = (�������) × ��(��) , (35)
 

где функция ��(��) называется суперпотенциалом 
электрического поля 

 

��(��) = 1
4���

� �′�(��′)����′
|�� − ��′| . (36)

 
Добавляя и отнимая вектор �� от вектора ��′, 

получаем выражение в виде: 
 

��(��) = ���(��) − 1
4���

� �(��′) (�� − ��′)
|�� − ��′| ����′. (37)

 
Легко убедиться, что выполняются сле-

дующие соотношения: 
 

  ��� � �� = div�� = �(��) − ��� � ���(��)�, (38)
 
 ��� × �� = ����� = ��� × ���(��)�.          (39)

 
Использование этого метода в задачах с 

аналогичной симметрией весьма эффективно. В 
силу сферического распределения системы 
заряда: 

 
  ∇��� � �� = �

�� (��), (40)
  
 ∇��� × �� = 0. (41)

 
Тогда суперпотенциал можно записать как 

�� = �(�)������. Решая уравнения (40-41) получаем: 
 

�(�) = 1
�� � �′� �

��′ [���(��)]���.
�

�
 (42)

Если распределение заряда имеет конечный 
радиус �, снаружи которого плотность заряда 
равна нулю, то магнитное поле будет как 
дипольное поле. Сравнивая вектор потенциал, 
выраженный через магнитный момент  

 
��(��) = ��

4��� [����, ��] ���  � � �  (43)
 

с формулами (31), (35), (36) и (42) можно 
выразить магнитный момент через потенциал 

 

���� = 4������� � �� �
�� [��(�)]��   ���  � � �.

�

�
 (44)

 
Эта формула позволяет вычислить магнит-

ное поле, порожденное вращением любого сфе-
рически симметричного распределения заряда с 
помощью его электростатического потенциала 
[16]. 

Рассмотрим потенциал электрического поля 
внутри и снаружи заряженной сферы [1-7]: 

 

� =
�
�
� 1

4���

�
� ���     � � �,

1
4���

�
� ���     � � �,

 (45)

 
где � – полный (в нашем случае поверхностный) 
заряд сферы. 

Используем значения (45) в (42): 
 

�(�) = 

=

��
�
��

1
4���

1
�� � ��� �

� ��′ = 1
4���

�
�� � 

�

�
 ��� � � �,

1
4���

1
�� � ��� �

� ��� = 1
4���

�

�

�
��� �� ��� � � �.

 (46)

 
Следует заметить, что суперпотенциал вне 

источника также вычисляется с помощью 
внутреннего потенциала [12]. Единственная 
разница состоит в пределе интегрирования. Да-
лее, приведём (46) к векторной форме, учитывая, 
что полный поверхностный заряд сферы � =
4����: 

 

��(�) =

��
�
��

1
4���

�
�� ���� = ��

���
��  ��� � � �,

1
4���

�
��� ����� = ���

����� ��  ��� � � �,
 (47)

 
Подставляем (47) в уравнения (35) для 

нахождения векторного потенциала: 
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��(�) =

��
�
��

��
3����

[����� ��]  = 1
3 ����[����� ��] ��� � � ��

1
3����

���

�� [����� ��] = 1
3

�����
�� [����� ��] = ��

���� [����� ��] ��� � � ��
 (48)

 
 
Результат вычисления будет таким же, как во 

втором методе, если возьмем ротор от (48). 
Окончательный ответ данного выражения: 

 
��� = ∇��� × �� = 

= �
2
3 ��������                                      ��� � � ��

− 1
3

�����

�� ���� + �����

�� (���� � ��)��   ��� � � ��
 

(49)

В итоге видно, что все три метода дают один 
и тот же результат. 

Примечательно, что магнитное поле внутри 
сферы однородное. Чтобы наглядно это про-
демонстрировать достаточно знать выражение 
для �. Если принять ось z как ось вращения, то 
величина ����, где � вычисляется в плоскости 
xz, является функцией потока магнитного поля в 
плоскости xz. Контуры постоянной величины 
���� будут магнитными силовыми линиями. Так 
будет удобно графически представить маг-
нитное поле, если значение функции � известно 
(рис. 3).

 
 

 
 

Рисунок 3 – Силовые линии магнитного поля вращающейся сферы радиуса R, 
угловой скоростью ���� и поверхностной плотностью �. Угловая скорость направлена по оси z.  

Силовые линии направлены из северного полюса к южному полюсу 
 
 
Заключение 
 
В результате мы видим, что для данной за-

дачи использование всех трех методов тождес-
твенно эквивалентны. Однако стоит отметить, 
что методика Марша (т.е. третий метод) более 
лаконична и практически удобна. Поскольку 
зная только значение потенциала внутри 
рассматриваемого тела, можно вычислить инду-
цированное магнитное поле вращающегося тела 
при условии, что объект не деформируются при 
вращении [20]. 

Здесь следует заметить, что астрофизические 
объекты от планет до компактных звезд имеют 
форму почти не отличающейся от сферической 
симметрий [21, 22]. Большие отклонения от 
сферы появляются в случае быстрого вращения 
вблизи кеплеровского предела. Из наблюдений 
известно, что вращение небесных тел гораздо 
меньше, чем кеплеровский предел. Следователь-
но, их отклонение от сферической симметрии 
незначительно [23]. 

Вместе с тем методика Марша более уни-
версальна для более широкого класса задач. 
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Тогда как применение других методов сложно, 
или даже невозможно для некоторых случаев. 
Метод Марша позволяет относительно легко 
получить эти решения. Использование метода 
Марша для определения магнитного поля вра-
щающихся объектов с аксиальной симметрией 
будет рассмотрено в последующих работах. 

Работа была выполнена в рамках проекта: 
«Фундаментальные и прикладные исследования 
в смежных областях физики земных, око-
лоземных и атмосферных процессов и их 
практическое применение» ИРН BR05236494 
МОН РК. 

 
 

Приложение. Силовые линий магнитного поля. 
 
Вычислим магнитные силовые линий с помощью программного пакета Wolfram Mathematica 8.0 (хотя имеются более 

поздние версии) [24-26]. Для этого выберем направление угловой скорости вращения сферы по оси z (ось симметрии). 
Значение суперпотенциала внутри и вне сферы известно из формулы (46) или (47). Для удобства выберем так, чтобы все 
коэффициенты (постоянные) в формуле (46) были равны единице, включая радиус сферы. Тогда значение суперпотенциала 
в плоскости xz примет вид: 

 

 
Нарисуем сначала окружность в плоскости xz как поперечное сечение сферы. Для этого воспользуемся командой 

«ContourPlot» в Mathematica и уравнением окружности: 
 

 
Далее, нарисуем силовые линий магнитного поля: 
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Теперь два рисунка можно наложить друг на друга командой «Show». В результате получим Рис. 3: 
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