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Жұмыста массивті екі айналмалы дене өрісіндегі сынақ денесінің квази-дөңгелек 

қозғалысындағы орбитасының орнықтылық шарттары зерттелді. Орталық дененің орналасуы 
координаттар басына сәйкес келеді, екінші дене орталық (бірінші) дененің айналасындағы 
дөңгелек орбитамен қозғалады. Сынақ денесі айналмалы қозғалысы ескеріледі. 

Сынақ денесінің айналмалы қозғалыс теңдеулері зерттелді. Бұрыштық жылдамдық 
Лагранж теңдеулері сынақ денесінің өзіндік айналуына жауапты мүшемен толықтыруға 
мүмкіндік береді. Осылайша, мәселенің физикасы іс жүзінде бақылауларға жақындатылады. 
Өз кезегінде, қозғалыс теңдеулерін шешу қиын, бұл зерттеулерге сандық әдістерді қолдануға 
әкеледі. Қозғалыс теңдеуі уақыт бойынша орташаланады, қозғалыс интегралдарының айқын 
түрі яғни қозғалыстың траекториясына арналған теңдеулердің айқын формасы табылған. 

Сызықты емес механиканың асимптотикалық әдістерінің көмегімен сынақ денесінің 
қозғалысы теңдеулері жалпы салыстырмалық теориясында шектелген үш дене мәселесінде 
интегралданады. 

Біз денелердің өлшемдерін олардың өзара қашықтықтарындағы салыстырғанда нөлінші 
жуықтаумен шектелеміз. 

Түйін сөздер: ЖСТ, үш дене есебі, айналмалы қозғалыс, қозғалыстың орнықтылығы, үш 
дене есебі. 
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The orbital stability of relativistic three-body problem  
in the fremework of general relativity 

 
In this paper, the stability conditions of a quasi-circular orbit of a test body in the field of two 

rotating bodies in the framework of general theory of relativity are investigated. The position of the 
central body coincides with the reference point of coordinates, the second body is moving in circular 
orbit around a central body (first body), and without inner mass distribution. The test body moves in a 
perturbed circular orbit. The equations of translational motion of a test body with rotation components 
are studied. The initial angular velocity allows the Lagrange equation to be supplemented with a 
member responsible for the uniform rotation of the test body itself. The physical Interpretation of the 
phenomenon as close as possible to the actually observed. In turn, the equations of motion are 
complicated, which inevitably leads to the use of numerical methods of analysis. The equations of 
motion are averaged over time using asymptotic methods of nonlinear mechanics. 

We confine ourselves to zero terms of expansion in powers of the relations of the sizes of bodies 
to their mutual distances. 

Key words: General relativity, rotational motion, translational motion, stability of motion, three-
body problem. 
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Устойчивость орбиты пробного тела  
в релятивистской ограниченной задаче трех тел 

 
В работе Исследованы условия устойчивости квазикруговых орбит пробного тела в поле 

двух вращающихся тел в ограниченной круговой задаче трех тел в ОТО. Положение 
покоящегося центрального тела совпадает с точкой отсчета координат, второе тело движется 
по кругу вокруг центрального (первого) тела и не подвергается возмущению. Пробное тело 
движется по возмущенной круговой орбите.  

Изучены уравнения поступательного движения пробного тела с вращением. Начальная 
угловая скорость позволяет дополнить уравнение Лагранжа членом, отвечающим за 
однородное вращение самого пробного тела. Тем самым, физика явления максимально 
приближается к реально наблюдаемой. В свою очередь уравнения движения усложняются, что 
неминуемо ведёт к использованию численных методов анализа. Уравнения движения 
усреднены по времени, найден явный вид интегралов движения, явный вид уравнений для 
траекторий движения. 

С помощью асимптотических методов нелинейной механики проинтегрированы уравнения 
поступательного движения пробного тела в ограниченной круговой задаче трех тел в ОТО с 
периодически меняющейся во времени пертурбационной добавкой. 

Мы ограничиваемся нулевыми членами разложения по степеням отношений размеров тел к 
их взаимным расстояниям. 

Ключевые слова: общая теория относительности, вращательное движение, поступательное 
движение, устойчивость движения, задача трех тел. 

 
 
Кіріспе 
 
Табиғаттағы құбылыстар жекелеген дене-

лерден емес, көп бөлшекті жүйеден тұратын-
дығы белгілі. Сол көп бөлшекті жүйенің бірі – 
аспан денелерінің қозғалысында N дене есебі 
деген атпен белгілі. N массадан тұратын жүйе-
нің қозғалысын зерттеудің жекелеген жағдайы – 
үш дене қозғалысның заңдылығын зерттеу. 
Астрономияда жəне аспан механикасы тари-
хында маңызды орны бар мəселенің бірі осы – 
үш дене есебі. Ньютонның бүкіл əлемдік тар-
тылыс заңымен байланысқан үш массаның бір 
бірімен салыстырмалы қозғалысын зерттеу – 
есептің қойылуынан бастап кəзіргі уақытқа 
дейін өз маңыздылығын жоғалтқан емес, сон-
дықтан көптеген математиктер мен физиктердің 
назарын өзіне тартты, олардың ішінде əлемге 
əйгілі математиктер Дж. Лагранж, С. Жакоби,  
А. Пунчинь, Дж. Бирхофф жəне басқалар осы 
мəселе бойынша көп жылдар бойы зерттеулер 
жасап, тамаша идеяларды ұсынды, көптеген 
құнды əдістер мен нəтижелерді алды, алайда үш 
дене есебінің жалпы шешімін ешкім де таба 
алмады. Зерттеулерге сүйеніп, Брунсу жəне А. 
Пуанкаре үш дене есебінің жалпы шешімін 
координаттар мен жылдамдықтарының алгеб-
ралық немесе бір мəнді трансценденттік функ-
циялармен көрсету мүмкін емес екенін дəлел-

деді. Өткен ғасырдың соңында, ғалымдар бұл 
мəселені басқаша шешуге тырысты. Сол əдіс-
тердің бірі ретінде – жалпы шешімді шексіз 
қатарлар түрінде табуды 1912 жылы фин мате-
матигі К. Зундман ұсынды. Алайда, жиырма 
жылдан кейін, Француз ғалымы Д. Белорицкий 
заманауи астрономиялық жылнамаларда көрсе-
тілген дəлдіктегі планетаның орнын анықтау 
үшін, Зундман қатарларында көрсетілген мү-
шелердің саны ондаған нөлге ие бірлікте болуы 
керек деп көрсетті. Бұл есептеуді тіпті қазіргі 
заманғы компьютерлердің көмегімен жүзеге 
асыру мүмкін емес еді [1,2]. 

Үш дене есебінің жалпы шешімі болмаға-
нымен, кейбір дербес жағдайларды зерттеу ға-
лымдардың қызығушылығын туғызды. Берілген 
екі массаның гравитациялық өрісіндегі сынақ 
массасының қозғалысын зерттеу шектелген үш 
дене есебі деп аталады. Сынақ массаның басқа 
массаларға əсері ескерілмейді. Егер берілген екі 
массаның біреуі екіншісін дөңгелек орбитамен 
айналса, онда есеп дөңгелек қозғалысты 
шектелген үш дене есебі деп аталады. Егер 
екінші масса эллипстік орбитамен қозғалса есеп 
сəйкесінше эллипстік – шектелген үш дене 
есебі болады. Эйлер жəне Лагранж кейбір шек-
телген жағдайлардағы шешімдерді тапты. Со-
лардың мысалы ретінде, шамалары бірдей үш 
масса тең қабырғалы үшбұрыштың төбелерінде 
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орналасып, массалық центрді айнала қозғала-
тын жағдай үшін шешімді айтуға болды. 
Алғашында, бұл шешімнің тек математикалық 
мағынасы ғана бар болды. 1906 жылы, Юпитер 
орбитасында орналасқан, күн жəне Юпитермен 
тең қабырғалы екі үшбұрыштың төбелеріне 
орналасқан шағын планеталар тобы – «гректер» 
жəне «трояндықтар» анықталғаннан кейін, бұн-
дай дербес шешімдердің практикалық маңыз-
дылығы ескеріле бастады [3]. 

Эйнштейннің жалпы салыстырмалылық тео-
риясы (ЖСТ) заманауи гравитацияның ралятив-
ті теориясы болып табылады. Осы теорияның 
көмегімен Меркурий планетасының перигелий-
дің қозғалысын теориялық есептеулерде анық 
сипаттап, релятивті эффектілерді ескерудің 
маңыздылығын көрсетті. Бастапқыда бақылау 
нəтижелерінің дəлдігі төмен болғандықтан, бұл 
теория аспан механикасында аз мөлшерінде 
қолданылды. Қазіргі уақытта, бақылау дəлдігі 
жоғарлаған сайын жəне жаңа бақылау нəти-
желерін қолданудың маңызыдылығы арта бас-
тағандықтан, салыстырмалық теориясынның 
эффектілерін ескеру қажеттілігі де сəйкесінше 
артуда. Осы бағыттағы зерттеулерге көп үлес 
қосқандардың бiрi академик В.А. Фок жəне 
оның зерттеу жолын жалғастырушылар Брум-
берг, М.М. Абдильдин т.б. болды. ЖСТ 
теңдеулері екінші реттік, дербес туындылы, 
сызықты емес теңдеулер. Елер табиғаттағы 
аспан денелерінің өз өсін айналатындығын 
жəне олардың ішкі құрылымы бар екендігін 
ескерсек, онда əр түрлі əдіспен алынған 
релятивтік қозғалыс теңдеулері əр түрлі болып 
қоймай, бірдей əдіспен алынған теңдеулерің өзі 
бір мəнді болып шықпаған. Бұл жағдай реля-
тивті қозғалыс теңдеулерінің бірдейлікке ке-
луіне кедергі болуда. Осы жағдайларды ескеріп, 
қозғалыс орбиталарының орнықтылығын зерт-
теу əлі күнге дейін зерттеуді қажет ететіндігін 
көруге болады [5-10].  

Бұл жұмыста сынақ массасының орбитасы-
ның орнықтылық мəселесі зерттеледі. Екі 
массивті дененің өзіндік айналуын ескерсек, 
сынақ денесінің қозғалысына қаншалық əсер 
ететіндігін зерттейміз. Қозғалыс теңдеулерінде 
релятивтік жуықтауларды ескеріледі. 

 
ЖСТ дағы айналмалы үш дене есебінің 

Лагранж жəне Гамильтон функциялары 
 
Бұл жұмыста, сынақ дене қозғалысының ор-

талық дене есебінен болатын релятивтік түзе-

тулері ескеріледі. Сынақ денесіне əсер ететін 
орталық жəне екінші денелердің потенциалдары 
төмендегідей жуықтауларда ескереіледі [11]: 

 

12
2

1 , UUcU                    (1) 
 

мұндағы U1, U2 сəйкесінше орталық жəне екін-
ші денеің потенциалдары. Орталық дененің ор-
наласуы координаттар басына сəйкес келеді, 
екінші дене орталық (бірінші) дененің айна-
ласында шеңбер бойымен қозғалады. Бұндай 
есеп шектелген дөңгелек қозғалысты үш дене 
есебі деп аталады. Сынақ денесі ауытқыған 
квазидөңгелек орбита бойымен қозғалады. 

Қозғалмалы үш дененің жүйесі энергияны 
жоғалта отырып гравитациялық толқындарды 
шығарады. Энергияны жоғалту, алайда, тек 1/c 
бесінші жуықтауда пайда болады [12-16]. 
Алғашқы төрт жуықтауда жүйенің энергиясы 
тұрақты болып қалады. Осыдан гравитациялық 
денелер жүйесі Лагранж функциясының көме-
гімен 1/c4 қатарына дейінгі дəлдікпен сипатта-
луы мүмкін, электромагниттік өріске қарағанда, 
мұнда Лагранж функциясы екінші қатардың мү-
шелеріне дейінгі дəлдікпен ғана ерекшеленеді. 
Біз екінші рет мүшелеріне дейінгі дəлдікпен 
Лагранж денелер жүйесінің функциясын шы-
ғардық. Одан кейін біз жуықтауда жүйе қоз-
ғалысының теңдеуін, ал кейінгісін Ньютон 
теңдеуінен кейін табамыз. Релятивтік аспан 
механикасының есептері үшін жеткілікті 
дəлдікпен, денелердің ішкі мүшелерінің əсерін 
мүлдем ескермеуге болады. Біз a денелер 
өлшемдерінің өзара l қашықтығына қатынасы 
дəрежелері бойынша ыдыраудың нөлдік 
құрылымымен шектелеміз . 

 Үш aйнaлмaлы дeнeлeр үшiн aйнaлмaлы 
жəнe iлгeрiмeлi қoзғaлыcы үшін Лaгрaнж 
функцияcы кeлeci түрдe бoлaды [17]: 

 
L = L0 + L*,                         (2) 

 
мұндaғы L0 – үш нүктeлiк масса үшiн Лaгрaнж 
функцияcы, aл eкiншi L* мүшeci aйнaлмaлы 
мүшeсі құрaйтын түзeмeлeрге байланысты [18-
19]. 

Біздің мақсатымыз – орбиталық моменттің 
орташа өзгерісімен сипатталатын, сынақ де-
несінің (үшінші дененің) эволюциялық қоз-
ғалыс теңдеулерін табу. Ол үшін қарастырылып 
отырған жүйенің Гамильтон функциясын 
мынадай өрнектейміз [20]: 
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мұндaғы – H0 үш нүктeлiк мaccа үшiн 
Гaмильтoниaн, aл eкiншi H* мүшeci aйнaлмaлы 
қозғалыстың есебінен болатын түзeмeлeр. 

H* гамильтонианға қатысты бұл шама 
мынадай қатынаспен анықталады: 
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Айналмалы үш дененің релятивтік 

қозғалыс теңдеулерін орташалау 
Эвoлюциялық қoзғaлыc тeңдeгiн aлу үшiн 

(1.17) тeңдiгiн Т (cынaмa дeнeнiң cинoдикaлық 
пeриoды) жүйeciнiң кoнфигурaцияcын қaйтa-
лaнуын пeриoд бoйыншa интeгрaлдaу қaжeт: 

 (0) (*)

0

1 T

dt
T

 M M M   .                 (4) 

 
Сынақ денесінің ауытқыған қозғалысы 

мына өрнекпен сипатталады 
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kep p relr r r r    , 
мұндағы 

31 coskep
pr

e t



, 

 
Мұндағы rker ауытқымаған қозғалысты сипат-
тайды, rp екінші денеден классикалық ауытқуды 
сипаттайды, ал үшінші мүше релятивтік түзету 
болып табылады. Мына есепті классикалық 
тұрғыдан қарастырғанда эволюциялық теңдеуде 
екінші денеден ауытқу нөлге тең болады. Бұл 
есепке аздаған ауытқудың суперпозициялық 
принципі қатысты екенін ескеріп, біз rp-ді 
ескермеуімізге болады. Импульстер тек 
релятивті түзетулерде болады, сондықтан онда 
классикалық өрнектерді қоюға болады. 

Олай болса, сынақ денесінің радиус-
векторы: 

 3 3 3cos sinkepr r i t j t  
 

,          (5) 
 

жəне де екінші дененің радиус-векторы 
мынаған тең: 

 
 2 2 2 2cos sinr r i t j t  
 

,            (6) 
 

сонымен қатар олардың тиісті массаларына 
көбейтілген импульстарды қойсақ, жəне Т 
период бойынша интегралдасақ: 
 

 
0

1 T

kep relM M M dt
T

 
      

 
эволюциялық қозғалыс теңдеуін аламыз. 

Айналмалы құрам үшін мынадай өрнек 
құрылады: 

 

        (*)
3 33 3 3 2 2 3 3

3 3 2 33 22 2
3 3

, 3 ,
2

I m I m I
c c

                 
     

2 2 2

2 2

r r p r rω p
M ω p p p

r r r r
 

 

       3 2 3 32 3
2 2 3 3 5 72 2

3 15,
2 2

m I m I
c c
         

 

2 2
3

2 3 2 3

r r p r r pp pr
r - r r - r

 

 

   2
2 3 3 2

2 3 3 23 52 2

3 1 3
2

m I m I
m I m I

c c
  

   2 2
3 2

2 3 2 3

ω ω
r - r r - r

 

 
  2 2 2

1 2 3 1 2 3 2 3 13 3 3 3 32 2 2
3 3

1 3 1
2 2 2

mm I mm I m m I
c c c
  

   3 2 3
3

2 3 2 3 2 3

r r - r

r r - r r r - r r r
 

 

       2 3 2 3
3 2 2 3 35 52 2

3

9 9,
2

m I m I
c c
        

  

2 3 2 3
2

2 2 3

r - r ω r - r ω p pr r
r - r r - r

 

 
       3 2 3 3 2 2

1 3 3 3 1 17 32 2
3

15 3 1
2

m I m I
c c
   

  
   


2 2

2 3

r r p r r p

r r r
 

 

     2 2
1 3 3 1 2 3 3 22 2

2 3 3 3 2 23 5 52 2 2
3

3 1 3 3
2 2

m I m I m I m I
m I m I

c c c
   

 
    

2 3 2 3r - r r r - r
 

 



Хабаршы. Физика сериясы. №2 (69). 201958

Жалпы салыстырмалылық теориясында релятивті шектелген үш дене орбитасының орнықтылығы

     2 2 2
3 2 3 3 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 33 3 32 2 2

1 3 3
2 2

mm I mm I mm I
c c c
   

   3 5 3
3 2 3 3 2 3 3 2 3

r r r r r r

r r - r r r - r r r - r
 

 
    2 2

2 2 1 3 2 3
2 3 1 1 3 23 5 3 5 52 2 2 2

3 3 12 12
2 2

I I I Im m I mm I
c c c c
   

    32 3
5

2 3 2 3 2 3 2 3

r r rr r
r r r - r r r r - r

 

 

            2 3 2 3 3 1
1 35 3 3 32 2

9 9 3 3
,

c c
        

   

2 3 2 3 3 3 3 3 3
3 3

2 3 2 3 3 33

r - r ω r - r ω r r ω r ω r ω r ω
r r r ω ω

r - r r - r r r
 

 

     3 2
2 33 3

3 3
;
  


2 3 2 3

2 3 2 3

r - r ω r - r ω
ω ω

r - r r - r
                                               (7) 

 
 
Жалпы жағдайда өрнекті шешу қиындықтар 

тудырады. Дербес жағдайларды талдау жасасақ, 
айталық айнaлмaлы дeнeнiң бұрыштық жыл-
дaмдығы ( 1,2,3)i i ω  oның қозғалысының 
орбита жaзықтығынa пeрпeндикуляр бoлғaн 
жaғдaйды қaрacтырсақ: 

( ) ( 1,2,3)i
i zk i ω


,                   (8) 

 

 ( ) ( ) , ( 1, 2,3)i i
i ix jy i  r

 
,          (9) 

жəне 
 
 ( ) ( ) , ( 1,2,3)i i

i x yip jp i  p
 

.       (10) 
 
Oндa (7) тeңдiкті ecкeрceк, oндa теңдеу 

кeлeci түрдe бoлaды: 
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Олай болса, сынақ дененің радиусы (5) жəне 

екінші дененің радиусын (6), сонымен қатар 
олардың тиісті массаларына көбейтілген 
импульстарды қойсақ жəне олардың қозғалыс 

орбиталарының қайталану Т периоды бойынша 
интегралдасақ: 

(*)
(*)

0

1 0
T

dt
T



 M M
                 (12) 
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импульс моментінің орташа өзгерісі нөлге тең 

екендігін аламыз. (0)


M орташаланған шамасы 
нөл болатындығы белгілі [19], мұндағы  

 

2 3

2T 
 




.                        (13) 

 
Жоғарыдағы алынған (7) жəне (8) ескере 

отырып, бұл жағдайда дененің орбиталық 
момент векторларының суммалары сақталады. 

(*)

M


векторының сақталуынан орбита жазық-
тықтағы шеңбер болатындығы шығады. Жалпы 
жағдайда бұл шама нөлге тең болмайды. 

  

Қорытынды 
 
Екі массивті денелердің өрісінде қозғалған 

сынақ денесінің қозғалысын релятивтік 
түзетулерді ескеріп қарастырдық. Бұндағы 
барлық дененің өзіндік айналуы қозғалыс 
теңдеулерін өзгертеді. Алайда орбитаның 
векторлық элементтері арқылы сынақ дене 
орбитасының орнықтылығын зерттеуде жалпы 
жағдайда теңдеулер интегралданбайды. Егер 
сынақ дененің өздік айналу өсі қозғалыс 
жазықтығына перпендикуляр болса, онда бұл 
жағдайда орташаланған импульс моментінің 
нөлге тең болуы – сынақ дене орбитасының 
шеңбер болатындығын жəне орбитаның қ 
орнықты болатындығын білдіреді. 
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