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�-БРАНЫ С КОРАЗМЕРНОСТЬЮ 1  
В МОДИФИЦИРОВАННЫХ ГРАВИТАЦИЯХ 

 
 

Модифицированные теории гравитации являются одной из конкурирующих моделей для 
объяснения современного ускоренного расширения Вселенной. Эти теории являются, по-
видимому, простейшим геометрическим обобщением общей теории относительности. Они 
основаны на замене лагранжиана Эйнштейна-Гильберта � на произвольную функцию от скаляр-
ной кривизны ����. С математической точки зрения, полевые уравнения, получаемые варьиро-
ванием модифицированного действия по метрике, имеют более богатую структуру возможных 
решений, что и позволяет применять их для получения новых физических результатов. В данной 
статье получены вакуумные плоско-симметричные решения в многомерных модифицированных 
теориях гравитации типа ���� = ����, которые можно рассматривать как thick branes с кораз-
мерностью = 1  в N-мерном пространстве-времени. Эти решения определяются четырьмя 
параметрами. Численно исследованы зависимости полученных решений от этих параметров. 
Показано, что в некоторых случаях, при стремлении соответствующего параметра к бесконеч-
ности, имеется насыщение. Показано, что асимптотическое поведение всех решений является 
антидеситтеровским.  

Ключевые слова: модифицированные теории гравитации, теория струн, густая брана. 
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D-brane with codimension 1 in modified gravity 
 

Modified gravity theories are one of the competing models for explaining the modern accelerated 
expansion of the universe. These theories are, apparently, the simplest geometric generalization of the 
general theory of relativity. They are based on replacing the Einstein-Hilbert Lagrangian R by an arbitrary 
function of the scalar curvature f(R). From a mathematical point of view, the field equations obtained by 
varying the modified action in the metric have a richer structure of possible solutions, which allows them 
to be used to obtain new physical results. In this paper, vacuum flat-symmetric solutions in 
multidimensional modified gravity theories of type ���� = ����, which can be considered as thick 
branes with codimension =1 in N-dimensional space-time are obtained. These solutions are defined by 
four parameters. The dependences of the obtained solutions on these parameters are numerically 
investigated. It is shown that in some cases, when the corresponding parameter tends to infinity, there 
is saturation. It is shown that the asymptotic behavior of all solutions is antidesitteric.  

Key words: the modified gravity theories, the string theory, thick brane. 
 

 
 
 
 
 



5

Джунушалиев В.Д. и др.

Джунушалиев В.Д.1,2, Фоломеев В.3, Нуртаева Г.К.1,2*,  
Серикболова А.А.1,2, Kим С.В.4 

 

1әл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университеті, 2ЭТФҒЗИ, Қазақстан, Алматы қ.  
3Ж. Жеенбаев атындағы физика институты, Қырғызстан, Бішкек қ.  

4Ewha Womans University, Корея, Сеул қ.  
*e-mail: nurtayevagalyia2017@gmail.com 

 

Модификацияланған гравитациядағы өлшемділігі 1 тең �-браналар 
 
Гравитацияның модификацияланған теориялары қазіргі әлемнің шапшаң кеңеюін түсін-

діретін бәсекелес модельдердің бірі болып табылады. Бұл теориялар жалпы салыстырмалылық 
теориясын қарапайым геометриялық жалпылау болып табылады. Олар R Эйнштейн-Гильберт 
лагранжианді f(R) скалярлық қисықтықтың ерікті функциясымен алмастыруға негізделген. 
Математикалық тұрғыдан алғанда, метрикалық түрлендірілген әрекетті өзгерту арқылы алынған 
өріс теңдеулері жаңа физикалық нәтижелер алу үшін қолдануға мүмкіндік беретін шешімдердің 
бай құрылымына ие. Бұл жұмыста ���� � ���� типті көпөлшемді модификацияланған 
гравитация теориясында вакуумды жазық-симметриялық шешімдер алынған. Бұл шешімдерді 
өлшемділігі 1 тең � � өлшемді уақыттық кеңістікте қалың брана ретінде қарастыруға болады. 
Осы шешімдер төрт параметрмен анықталады. Алынған шешімдердің осы параметрлерге 
байланысты тәуелділігі санды зерттелген. Сәйкес параметрдің шексіздікке ұмтылуы кейбір 
жағдайларда қанықтыру құбылысы бар екенін көрсетеді. Барлық шешімдердің асимптотикалық 
тәртібі антидеситтер екені көрсетілген. 

Түйін сөздер: модификацияланған гравитация теориясы, ішектер теориясы, қалың брана. 
 
 
Введение 

 
D – branes является весьма важным объектом 

в теории струн. В их присутствии концы струн 
прикрепляются к D – brane и двигаются в некоем 
объемлющем пространстве. В [1] было показано, 
что D – branes на самом деле являются решения-
ми типа black p-brane в супергравитации. В свою 
очередь, p-brane являются протяженными 
решениями в низкоэнергетической теории струн 
[2], в которых имеется горизонт событий. Эти 
решения получены при наличии скалярного и 
тензорного полей. Естественно, что в этом 
случае возникает вопрос о существовании ва-
куумных решений, являющихся D – бранами. В 
данной статье мы исследуем этот вопрос и 
показываем, что регулярные вакуумные бран-
ные решения могут существовать в многомер-
ных модифицированных теориях гравитации. 

В настоящее время D4 – branes (так назы-
ваемый brane world scenario) активно исполь-
зуются для решения некоторых проблем в 
физике высоких энергий (см., например, [3]-[5]). 
В этих моделях предполагается, что наша Все-
ленная является такого рода браной в некотором 
объемлющем пространстве, что, возможно, поз-
воляет решить некоторые проблемы в физике 
высоких энергий: проблема иерархии фермион-
ных масс [6, 7], природа темной энергии [8] и 
темной материи [9]. 

В ОТО имеется много решений, описываю-
щих D – браны, (см., например обзор [10]). 
Насколько нам известно, для получения всех 
этих решений необходимо наличие материи. И 
это физически понятно, так как в ОТО регу-
лярные решения практически всегда (а может 
быть и всегда) могут быть получены при нали-
чии некоторых источников. Такими примерами 
могут являться решения со скалярными [11], 
векторными и спинорными [12, 13] полями. Ес-
тественный вопрос, возникающий в этой связи, 
это вопрос о наличии или отсутствии вакуумных 
регулярных бранных решений. В [14] было пока-
зано, что в 5-мерном пространстве может сущес-
твовать 4-мерная брана, являющаяся регуляр-
ным вакуумным решением. В этом исследо-
вании мы даем положительный ответ на вопрос 
о существовании таких бранных решений с 
коразмерностью = 1 в пространстве с произволь-
ной размерностью, но при этом необходимо пе-
рейти от ОТО к модифицированным теориям 
гравитации. 

Модифицированные теории гравитации 
являются одной из конкурирующих моделей для 
объяснения современного ускоренного расши-
рения Вселенной, открытого в недавнее время 
[15, 16]. Эти теории являются, по-видимому, 
простейшим геометрическим обобщением об-
щей теории относительности (см. обзор [17]). 
Они основаны на замене лагранжиана Эйнштей- 
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на-Гильберта �  на произвольную функцию от 
скалярной кривизны �(�) . С математической 
точки зрения, полевые уравнения, получаемые 
варьированием модифицированного действия по 
метрике, имеют более богатую структуру воз-
можных решений, что и позволяет применять их 
для получения новых физических результатов. 

В данном исследовании мы хотим показать, 
что D – branes с коразмерностью codim = 1 
можно получить как регулярные вакуумные 
решения в модифицированных теориях гравита-
ции. Это означает, что для построения таких D – 
branes присутствие материи не обязательно. 

 
Уравнения и решения в �(�)��� теории 
 
Рассмотрим D – branes with codim = 1  в 

многомерном пространстве-времени с размер- 

ностью N. Соответствующее гравитационное 
действие может быть представлено в следующей 
форме  

 
� = � ���√−��−� + �(�)�,      (1) 

 
где �(�)  – произвольная функция скалярной 
кривизны �; ��� – многомерная метрика. 

Вариация действия (1) относительно � -
мерной метрики ���  приводит к уравнениям 
модифицированной гравитации  

 
��� − �

� ���� = ����,          (2) 
 

где заглавные латинские буквы �, � =
�,1, � , � − 2, � ; правая часть определяется 
следующим образом:  

 
���� = − ����

��� ��� − �
� ���� + (������ − ������) ���

���
����

�.                  (3) 

 
Мы рассматриваем следующий специальный 

выбор модифицированной гравитации  
 
 �(�) = −���,             (4) 
 

где � � �  и �  константы. В этой статье мы 
ищем � -branes с codim = 1 в � -мерном 
пространстве, поэтому метрика имеет вид  

 

 
��� = ��������(���)� − (���)� − � − (�����)�� − (���)�.                 (5) 

 
 
Метрика (5) имеет следующие компоненты 

тензора Риччи:  
 

��� = ������ + �������,         (6) 
 

��� = −������� + �����,    
� = 1,2, � , � − 1,            (7) 

 
��� = −����� + ����.         (8) 

 
 

Здесь  � означает производную по ��  коор-
динате. Уравнение (2) имеет структуру, которая 
совпадает со стандартными уравнениями общей 
теории относительности, где источником 
гравитационного поля является эффективный 
тензор энергии-импульса (3). 

После подстановки метрики (5) и компонент 
тензора Риччи (6)-(8) в уравнения модифициро-
ванной гравитации (2), получим следующие 
уравнения:  

 
 

(1 − �)��� + �(1 − �)
2 ��� = −���� + ������� + 1

2 � + 
 
 ���������� + 2�(�� − 1)������ + 2�� + 2�(� + 1)�������� + 
 
 ��������� + ���(� + 1)��������� + ���(� + 1)������������� (9) 
 
 �(���)

� ��� = −����� + ������ + �
� � + 2��������� + (� + 1)���������. (10) 
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Здесь мы использовали следующие обоз-
начения: �� = ��(�)���, ��� = ���(�)����  и 
���� = ���(�)���� . Примем также во 
внимание, что скаляр Риччи имеет вид:  

 
� = ����� + �(� + 1)���.       (11) 

 

Рассмотрим уравнение (10), так как, согласно 
тождеству Бьянки, уравнение (9) является 
следствием уравнения (10). Поделив всё урав-
нение (10) на коэффициенты при ����, получаем 
следующее уравнение:  
 

���� − �
�
����
�� +

(���)(������)
��(���) ��� + �(���)(����)��(����)

��(���) ����� −
���

����(���) ��(� + 1)��� + ����������� = 0.
              (12) 

 
Решение в начале координат, совмещенном с 

центром � −brane, ищем в виде  
 

�(��) = �� + �(��)� + ⋯.      (13) 
 
Без ограничения общности мы можем поло-

жить �� = 0  что соответствует переопре-
делению координат ����� � ��, � = 1,�, �. 

Поскольку в уравнении (12) имеется третья 
производная по ��, то для того чтобы это сла-
гаемое было конечным, необходимо положить 
� > �. Лидирующими слагаемыми в этом урав-
нении являются слагаемые с ����  и �

���

�� . Тогда, 
подставляя разложение (13) в (12) и приравнивая 
к нулю коэффициент при (��)��� , получаем 
следующее выражение для параметра �:  

 
 � = ����

��� .              (14) 
 
В результате имеем интересный результат: 

связь между параметрами � и � не зависит от 
размерности объемлющего пространства. С 
учетом того, что � > �, мы получаем следующее 
неравенство для �:  

 
 � < �.              (15) 
Асимптотическое поведение описывается в 

виде  
 � � �|��|,             (16) 

 
и после подстановки в (12) получаем  
 

� = ���(���)������(������)�
�

�(���).       (17) 
 
Численные решения 
 
По всей видимости получение аналитичес-

кого решения уравнения (12) с ограничениями 
(13) и (14), описывающего thick D – brane с 

codim = 1, невозможно. Численное исследова-
ние этого уравнения для произвольной размер-
ности также невозможно; поэтому мы выполним 
численное исследование для некоторых размер-
ностей. 

Очевидно, что решения с четными значения-
ми параметра � = ��  (где �  – целое число) 
являются четными функциями относительно 
переменной �� . Независимыми параметрами 
для уравнения (12), определяющими решение, 
являются размерность пространства � , пока-
затель степени � и величина �, определяющая 
значение функции � в центре браны. 

Намного более сложные решения сущес-
твуют при произвольном значении показателя 
степени �:   

• Численный анализ показал, что при пока-
зателе степени � = (�� + 1)�(�� + 1), где �, � 
– целые числа, регулярное решение существует 
при �� > 0, а при �� < 0 решение становится 
сингулярным. Наш анализ показал, что этом 
случае могут существовать регулярные решения 
при � < 0 . В таком случае можно получить 
регулярную брану, сшивая эти регулярные 
решения при �� = 0. Это возможно сделать, так 
как при нашем выборе показателя степени � 
значение функции �(0) , а также ее первая и 
вторая производные в центре браны равны нулю: 
�(0) = ��(0) = ���(0) = 0.  

• Намного более сложной задачей является 
построение решений для иррациональных чисел 
� . Дело в том, что при �� < 0 вблизи начала 
координат может возникнуть ситуация, когда 
необходимо будет вычислить степень неко-
торого отрицательного числа. Выделяя знак 
минус перед таким числом, возникает проблема 
вычисление числа (−1)�  для иррационального 
числа � . Как известно (−1)� = exp(����) =
cos(���) + �si�(���), � – целое число. В об-
щем случае это число становится комплексным, 
и в этом случае решения, по всей видимости, не 
существуют.  
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Исследуемые нами решения зависят от 
следующих параметров: показатель степени � и 
константа �  в выражении (13) для поведения 
функции �(��) вблизи начала координат �� =
0; константы � и � из выражения (4) для вида 
модифицированной теории гравитации, причем 
�  является некоторым параметром, 
выражающимся через новую фундаментальную 
длину в модифицированных гравитациях этого 
вида, а �  определяет тип модифицированной 
гравитации, 

На рисунке 1 показана зависимость метри-
ческой функции ��(��) от показателя степени � в 
выражении (13). На рисунке 2 – фазовый портрет 
уравнения (12), то есть зависимость ��(�) . На 
рисунке 3 показана зависимость плотности энергии 
от координаты ��. Рисунки 1 и 2 демонстрируют 
асимптотическое AdS поведение метрической 
функции � : ��(�� → ∞) → � , где константа � 
определяется выражением (17). 

На рисунках 4-6 представлены, соответ-
ственно, метрическая функция �(��), фазовый 
портрет ���(��)  и плотность энергии ���  при 
различных �. 

На рисунках 7-9 представлены, соответ-
ственно, метрическая функция �(��), фазовый 
портрет ���(��)  и плотность энергии ���  при 
различных �. 

На рисунках 10-12 представлены, соответ-
ственно, метрическая функция �(��), фазовый 
портрет ���(��)  и плотность энергии ���  при 
различных �. 

Анализируя эти результаты, можно сделать 
следующие выводы:   

• При увеличении параметра � происходит 
насыщение: все кривые стремятся к некоторому 
пределу. Этот результат легко объясним: дело в 
том, что из уравнения (12) видно, что последнее 
слагаемое в этом уравнении стремится к нулю 
при увеличении �, что и приводит к уравнению  

 

���� − 1
�
����
�� +

(� − 1)(1 + � − ��)
��(� − 1) ��� + 

 
+�(���)(����)��(����)

��(���) ����� = 0,     (18) 
 

не содержащему параметр � . Это уравнение 
дает решение, к которому стремятся решения 
уравнения (12) при увеличении �.  

• С ростом величины параметра �  также 
имеется насыщение: все кривые стремятся к не-
которому пределу. Это можно объяснить анало-
гичным образом: при стремлении � → ∞ урав-
нение (12) приобретает следующий простой вид  

 
���� + (� + 1)����� = 0,       (19) 

 
решение которого есть  

� = �� +
�������������� �������

��� ,      (20) 
 

и оно является приближенным решением 
уравнения (12) при больших �. 

 
 

 
Рисунок 1 – Поведение функции ��(�) в зависимости от 

различных значений параметра �. 
Для кривых 1, 2, 3, 4 соответственно � = �,�,�,10.  

Это соответствует показателю степени � в 
модифицированной теории гравитации  

�(�) = −���:� = ���, ���, ���, ���.� = �,�� = 1,� = 1

Рисунок 2 – Фазовый портрет в зависимости от 
различных значений параметра �.  

Для кривых 1, 2, 3, 4 соответственно � = �,�,�,1.  
Это соответствует показателю степени � в 
модифицированной теории гравитации  

�(�) = −���:� = ���,���,���,���. � = �, � = 1,� = 1 



9

Джунушалиев В.Д. и др.

 
Рисунок 3 – Плотность энергии ��� в зависимости от 

различных значений параметра �.  
Для кривых 1, 2, 3, 4 соответственно � � ��������.  

Это соответствует показателю степени � в 
модифицированной теории гравитации  

���� � ����:� � ���� �����������. � � �,� � �, � � � 

Рисунок 4 – Поведение функции �����  
в зависимости от различных значений параметра �. 

Для кривых 1, 2, 3, 4, 5, 6 соответственно  
� � ���������������������������.  
� � �, � � �, � � ���, � � � 

 
 

  

Рисунок 5 – Фазовый портрет в зависимости 
от различных значений параметра �.  

Для кривых 1, 2, 3, 4, 5, 6 соответственно 
 � � ���������������������������.  
� � �, � � �, � � ���, � � � 

Рисунок 6 – Плотность энергии в зависимости от 
различных значений параметра �. 

Для кривых 1, 2, 3, 4, 5, 6 соответственно  
� � ���������������������������.  
� � �, � � �, � � ���, � � � 
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Рисунок 7 – Поведение функции �����  
в зависимости от различных значений параметра �.  

Для кривых 1, 2, 3, 4, 5, 6 соответственно  
� = ��������3��������������.  

� = 3, � = �, � = ���, � = ��� 

Рисунок 8 – Фазовый портрет в зависимости 
от различных значений параметра �.  

Для кривых 1, 2, 3, 4, 5, 6 соответственно  
� = ��������3��������������.  

� = 3, � = �, � = ���, � = ��� 
 

 
 

Рисунок 9 – Плотность энергии в зависимости 
от различных значений параметра �.  

Для кривых 1, 2, 3, 4, 5, 6 соответственно 
 � = ��������3��������������. � 
= 3, � = �, � = ���, � = ��� 

Рисунок 10 – Поведение функции �����  
в зависимости от различных значений  
размерности пространства � = ��������.  
� = 3, � = �, � = ���, � = ���, � = � 
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Рисунок 11 – Фазовый портрет в зависимости 
от различных значений размерности пространства

� � �������0. � � �, � � �, � � ���, � � �.0, � � � 

Рисунок 12 – Плотность энергии ��� в зависимости  
от различных значений размерности пространства 

� � �������0. � � �, � � �, � � ���, � � �.0, � � �
         
 
Обсуждение и заключение 

 
Таким образом, в данном исследовании мы по-

лучили регулярные четные плоско-симметричные 
решения в многомерных модифицированных тео-
риях гравитации типа �(�) � ����. С физи-
ческой точки зрения эти решения представляют 
собой thick branes с коразмерностью 1. 

Свойства этих бран зависят от четырех вели-
чин: параметров � и �, описывающих свойства 
решения около начала координат, и параметров 
�  и � , описывающих тип модифицированной 
теории гравитации. Для анализа полученных 
решений были найдены семейства решений при 
фиксированных значениях трех параметров и 
меняющемся значении оставшегося четвёртого 
параметра. 

В результате мы показали, что:   
• Все регулярные решения имеют AdS асимп-

тотику.  
• При увеличении параметров �� � � � 

решения стремятся к некоторому пределу, уже 
не зависящему от значений этих параметров.  

• Не при всех значениях параметра � 
существуют решения:   

- если � � (�� � �)�(�� � �) , где �� �  – 
целые числа, то решение регулярно при �� > 0 
и может быть сингулярным при �� < 0;  

- если показатель степени �  является 
иррациональным числом, то решений в общем 
случае не существует.  

• Согласно уравнению (2) его правая часть 
играет роль эффективного тензора энергии-
импульса ���� . Мы показали, что в этом случае 
эффективная плотность энергии ���  является 
отрицательной и исследовали ее зависимость от 
значений параметров �� �� �� �.  
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