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СЕЧЕНИЯ ПУАНКАРЕ  
ДЛЯ ЗАДАЧИ ДВУХ НЕПОДВИЖНЫХ ЦЕНТРОВ И  

ПОТЕНЦИАЛА ХЕНОНА-ХЕЙЛЕСА 
 

 
В данной работе исследуется потенциал Хенона-Хейлеса и задача двух неподвижных 

центров. При исследовании нелинейных систем, для которых неизвестны точные решения, 
используется метод сечения Пуанкаре. Для потенциала Хенона-Хейлеса были получены 
сечения Пуанкаре. При малых энергиях система Хенона-Хейлеса выглядит интегрируемой, так 
как независимо от начальных условий, траектории, полученные с помощью численного 
интегрирования, лежат на двумерных поверхностях, т.е. так, как если бы существовал второй 
независимый интеграл. Далее был исследован потенциал задачи двух неподвижных центров. 
Было показано на основе сечения Пуанкаре, что в случае μ1 = μ2 = 1 внутренняя структура 
сечений распадается со значений H = –1.7, но внутренняя структура сечений сохраняется в 
отрезке [ 0.5, 1.6]H ∈ − − , в случае μ1 = 0.9и μ1 = 0.1 внутренняя структура сечений распадается 
со значений H = –0.9, но внутренняя структура сечений сохраняется в отрезке [ 0.3, 0.8]H ∈ − − , 

в случае μ1 = 0.7 и μ1 = 0.3 внутренняя структура сечений распадается со значений H = –0.8, но 
внутренняя структура сечений сохраняется в отрезке [ 0.2, 0.7]H ∈ − − . С увеличением энергии 
многие из этих поверхностей распадаются. Предполагается, что полученные численные 
результаты послужат основой для сравнения с аналитическими решениями.  

Ключевые слова: модель Хенона-Хейлеса, задача двух неподвижных центров, сечение 
Пуанкаре, численные решения.  
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Poincare sectionsfor two fixed centers problem and  
Henon-Heiles potential  

 
In this paper, we study the Henon-Heiles potential and the problem of two fixed centers. In studies 

of nonlinear systems for which exact solutions are unknown, the Poincare section method is used. For 
the Henon-Heiles potential, Poincare sections were obtained. At low energies, the Henon-Heiles 
system looks integrable, since independently of the initial conditions, the trajectories obtained with the 
help of numerical integration lie on two-dimensional surfaces, i.e. as if there existed a second 
independent integral. Next, the potential of two fixed centers was investigated. It was shown on the 
basis of the Poincare section that, in the case μ1 = μ2 = 1 the internal cross-sectional structure 
decomposes from the values H = –1.7, but the internal cross-sectional structure is preserved in the 
interval [ 0.5, 1.6]H ∈ − − , in the case μ1 = 0.9and μ1 = 0.1 the internal cross-sectional structure 
decomposes from the values H = –0.9 but the internal cross-sectional structure is preserved in the 
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interval [ 0.3, 0.8]H ∈ − − , in the case of μ1 = 0.7 and μ1 = 0.3 the internal cross-sectional structure 
decomposes from the values H = –0.8, but the internal cross-sectional structure is preserved in the 
interval [ 0.2, 0.7]H ∈ − − . With increasing energy, many of these surfaces decay. It is assumed that the 
numerical results obtained will serve as the basis for comparison with analytical solutions.  

Key words: Henon-Heiles model, the problem of two fixed centers, Poincaré section, numerical 
solutions. 
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Қозғалмайтын екі центр есебі мен  
Хенон-Хейлес потенциалы үшін Пуанкаре қимасы 

 
Берілген мақалада Хенон-Хейлес потенциалы мен қозғалмайтын екі центр есебі 

қарастырылады. Сызықты емес жүйелердің нақты шешімдері белгісіз болғанда Пуанкаре қима 
әдісі қолданылады. Хенон-Хейлес потенциалы үшін Пуанкаре қимасы алынды. Энергияның 
төмен деңгейлерінде Хенон-Хейлес жүйесі интегралданады, екінші белгісіз интегралы бар 
секілді бастапқы шарттардан тәуелсіз жүйенің траекториясы сандық интегралдық әдіспен 
шешіліп, екі өлшемді кеңістікте сипатталады. Сонымен қатар қозғалмайтын екі центр есебі 
зерттелді. Пуанкаре қимасының негізінде қозғалмайтын екі центр есебіне келесідей 
тұжырымдамалар алынды: μ1 = μ2 = 1 кезінде H = –1.7 мәнінен бастап ішкі қима ыдырайды, 
ал [ 0.5, 1.6]H ∈ − −  аралығында ішкі қима сақталады; μ1 = 0.9 және μ1 = 0.1 кезінде H = –0.9 
мәнінен бастап ішкі қима ыдырайды, ал [ 0.3, 0.8]H ∈ − −  аралығында ішкі қима сақталады; 

μ1 = 0.7 және μ1 = 0.3 кезінде H = –0.8 мәнінен бастап ішкі қима ыдырайды, ал [ 0.2, 0.7]H ∈ − −  
аралығында ішкі қима сақталады. Сонымен қатар, энергияның өсуімен, осы қималардың 
көпшілігі ыдырайды. Алынған сандық нәтижелер аналитикалық шешімдермен салыстыру үшін 
негіз болады деп болжануда. 

Түйін сөздер: Хенон-Хейлес моделі, қозғалмайтын екі центр есебі, Пуанкаре қимасы, 
сандық шешімдер. 

 
 
Введение 
 
Интерес к существованию третьего интег-

рала движения для звезд, движущихся в 
потенциале галактики, возродился еще в конце 
50-х и начале 60-х годов прошлого столетия. 
Первоначально предполагалось, что потенциал 
имеет симметрию и не зависит от времени, 
поэтому в цилиндрических координатах ( r ,θ , 
z ) это будет только функция от r  и z . 
Должны существовать пять интегралов дви-
жения, постоянных для шестимерного фазового 
пространства. Однако интегралы могут быть 
либо изолирующими, либо неизолирующими. 
Неизолирующие интегралы обычно заполняют 
все доступные фазовые пространства и не 
ограничивают орбиту. 

Хенон и Хейлес попытались выяснить, 
могут ли они найти какое-либо реальное 
доказательство того, что должен существовать 

третий изолирующий интеграл движения. Про-
водя численные вычисления, они не слишком 
усложняли астрономический смысл проблемы; 
они требовали только, чтобы исследованный 
ими потенциал был аксиально-симметричным. 
Авторы также предположили, что движение 
привязано к плоскости и перешло в декартово 
фазовое пространство ( x , y , x , y ). После 
некоторых испытаний им удалось найти 
действительный потенциал. Этот потенциал 
аналитически прост, так что орбиты можно 
вычислить довольно легко, но он все еще 
достаточно сложный, так что типы орбит 
нетривиальны. Этот потенциал теперь известен 
как потенциал Хенона и Хейлеса [1-3]. 

Известны некоторые частные решения 
задачи трех тел, но общее решение еще не 
найдено. Одним из частных случаев задачи трех 
тел является задача двух неподвижных центров. 
Она была впервые рассмотрена Эйлером 1760 г 
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[4]. Якоби показал, что уравнения движения 
могут быть интегрированы в терминах 
эллиптических функций [5]. Данная задача 
может быть использована как некоторое первое 
приближение в астрономических задачах о 
движении малых планет и комет под действием 
гравитации Солнца и Юпитера. Период обра-
щения Юпитера составляет около двенадцати 
лет, и в течение небольшого промежутка 
времени движение указанных небесных тел 
можно рассматривать в рамках задачи двух 
неподвижных центров. Также задачу о 
движении космического корабля к Луне можно 
рассматривать в рамках указанной задачи. 
Время полета космического корабля до Луны 
составляет около четырех суток. За это время 
Луна по круговой орбите Земли переместится 
незначительно. Исследование задачи двух 
неподвижных центров проводилось различных 
направлениях [6-21]. К примеру, В.В. Козлов и 
А.О. Харин рассмотрели модификацию задачи 
двух неподвижных центров на сфере [22]. 

Методы и расчеты. Потенциал Хенона-
Хейлеса, несомненно, является одним из самых 
простых, классических и характерных примеров 
открытых гамильтоновых систем с двумя 
степенями свободы. На выше сказанную тему 
было посвящено большое количество 
исследований ученых [23-25].  

Потенциал системы Хенона-Хейлеса 
определяется формулой: 

 

( ) 2 2 2 31 2, ( 2 )
2 3

U x y x y x y y= + + − .      (1) 

 
В уравнении (1) видно, что потенциал 

фактически состоит из двух гармонических 
осцилляторов, которые связаны 

возмущающими членами 2 31
3

x y y− . 

Основными уравнениями движения для 
пробной частицы с единичной массой ( 1)m =
являются: 

 

2 2

2 ,

.

Ux x xy
x
Uy y x y
y

∂= − = − −
∂
∂= −







= − − +
∂




   (2) 

 
Следовательно, гамильтониан системы (1) 

имеет вид:  

 

( )

( )

2 2

2 2 2 3

1
2

1 1
2 3

H x y

x y x y y h

= + +

+ + + − =

 
,        (3) 

 
где x и y  – импульсы на единицу массы, x и y  
– координаты системы; численное значение 
гамильтониана, которое сохраняется. Видно, 
что гамильтониан 0h > симметричен 
относительно x x→ − , а 𝐻𝐻 также проявляет 
симметрию вращения при 2  /  3π . 

Ниже приведены зависимости координат от 
функций по времени для систем уравнений (2). 

Для исследования системы Хенона-Хейлеса 
используется метод сечения Пуанкаре. Дос-
тоинства данного метода особенно прояв-
ляются, когда рассматриваются нелинейные 
системы, для которых точные решения 
неизвестны. В этом случае фазовые траектории 
рассчитываются численными методами.  

Для решения систем уравнений (2) 
выбираются граничные условия так, чтобы они 
удовлетворяли уравнение (3). Далее системы 
уравнения (2) решаются на основе метода Рунге 
– Кутты. Ниже представлены сечения Пуанкаре 
для систем Хенона-Хейлеса при разных 
значениях энергии: 1 /12E = , 1/ 8E = . С уве-
личением энергии структура сечений разру-
шается. Полученные результаты согласуются с 
другими авторами[1,2]. 

Далее, исследуется задача двух неподвиж-
ных центров. Представим что на плоскости 
OXY расположены две неподвижные точки S1 и 
S2 с массами m1 и m2 под действием ньюто-
новского притяжения которых в этой же 
плоскости движется материальная точка S 
массыm. Таким образом, уравнения движения 
материальной точки можно написать в 
следующем виде [26]: 

 

1 23 3
1 2

1 23 3
1 2

,

,

U x xx fm fm
x r r
U y c y cy fm fm
y r r

∂ = = − − ∂
 ∂ − + = = − −
 ∂




    (4) 

 

где 1 2

1 2

( )m mU f
r r

= + , f - гравитационная 

постоянная. 
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Рисунок 1 – Сечение Пуанкаре при 1/12E =  Рисунок 2 – Сечение Пуанкаре при 1/8E = . 
 

 
Рисунок 3 – Схема задачи

 
 
Радиус- вектора определяются следующим 

образом: 
 

2 2
1 ( )r x y c= + − , 2 2

2 ( )r x y c= + +    (5) 
 

Канонические уравнения задачи двух 
неподвижных центров будут иметь вид [27]: 

 

,

,

dx H dx H
dt x dt y
dx H dy H
dt x dt y

∂ ∂ = + = + ∂ ∂
 ∂ ∂ = − = −
 ∂ ∂

 
 

 

  (6) 

 
где гамильтониан определяется формулой  
 

2 2 1 2

1 2

1 ( ) ( )
2

m mH T U x y f
r r

= − = + − +  , 

 
H const= .                            (7) 

 

Введем обозначения: 1 1fmμ = , 2 2fmμ = . 
Рассмотрим случай 1 2 1μ μ= = , второй случай 

1 0.9μ = и 2 0.1μ = , третий случай 1 0.7μ = и 

2 0.3μ = . Данные параметры показывают 
разные соотношения масс неподвижных 
центров. Теперь исследуется сечение Пуанкаре 
для указанной модели задачи и параметров. На 
основе полученных результатов можно сказать 
что, в случае 1 2 1μ μ= =  внутренняя структура 
сечений распадается со значений 1.7H = − , но 
внутренняя структура сечений сохраняется в 
отрезке [ 0.5, 1.6]H ∈ − − , в случае 1 0.9μ =  и 

2 0.1μ =  внутренняя структура сечений 
распадается со значений 0.9H = − , но 
внутренняя структура сечений сохраняется в 
отрезке [ 0.3, 0.8]H ∈ − − , в случае 1 0.7μ = и 

2 0.3μ =  внутренняя структура сечений 
распадается со значений 0.8H = − , но 
внутренняя структура сечений сохраняется в 
отрезке [ 0.2, 0.7]H ∈ − − . 

0-c 
Y 

c 

S2(m2) S1(m1) 

S (m) 

X 
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Рисунок 4 – Сечение Пуанкаре 
при 0.9H = − , 0.5c = , 1 1.0μ = , 2 1.0μ = . 

Рисунок 5 – Сечение Пуанкаре  
при 1.7H = − , 0.5c = , 1 1.0μ = , 2 1.0μ = . 

 

  
 

Рисунок 6 – Сечение Пуанкаре  
при 0.6H = − , 0.5c = , 1 0.9μ = , 2 0.1μ = . 

Рисунок 7 – Сечение Пуанкаре  
при 0.9H = − , 0.5c = , 1 0.9μ = , 2 0.1μ = . 

 

  
 

Рисунок 8 – Сечение Пуанкаре  
при 0.6H = − , 0.5c = , 1 0.7μ = , 2 0.3μ = . 

Рисунок 9 – Сечение Пуанкаре  
при 0.8H = − , 0.5c = , 1 0.7μ = , 2 0.3μ = . 
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Заключение 
 
Таким образом, результаты, полученные 

численным методом, определяют структуру 

сечений Пуанкаре для модели задачи двух 
неподвижных центров и служат основой для 
сравнительного анализа при определении 
аналитического отображения. 
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