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ПРИМЕНЕНИЕ ГЕОМЕТРОТЕРМОДИНАМИКИ  
К СИСТЕМЕ С КОНЕЧНОЙ БАРИОННОЙ ПЛОТНОСТЬЮ,  

ОПИСАННОЙ МЕТОДОМ  
ГОЛОГРАФИЧЕСКИХ ДУАЛЬНОСТЕЙ 

 
 

В работе исследованы геометрические свойства равновесного многообразия термоди-
намической системы с конечной плотностью барионов, предсказанной методом голографичес-
ких дуальностей. В качестве формализма исследования использовалась геометротермодина-
мика, позволяющая получать результаты инвариантные относительно преобразований 
Лежандра, т.е. независимые от выбора термодинамических потенциалов. Для рассматриваемых 
систем рассчитаны соответствующие метрики и скалярные кривизны, а также описаны их 
свойства. Для изучения термодинамических систем мы вычисляли метрические тензоры соот-
ветствующих равновесных многообразий, детерминанты метрических тензоров и соответ-
ствующие скалярные кривизны. С помощью голографического подхода были рассмотрены 
сильновзаимодействующие квантовые системы при конечной бaрионной плотности, т.е. 
системы, подобные квантовой хромодинамике. Получены трехмерные графики, на которых 
хорошо видно, при каких значениях термодинамических переменных скалярные кривизны 
стремятся к бесконечности или к нулю, что указывает на возможные фазовые переходы и на 
возможную компенсацию взаимодействий квантовыми эффектами соответственно.  

Для установления надежной связи между полученными в настоящей работе линиями раз-
рывов и фазовыми переходами в определенными в термодинамические системы, необходим, 
дополнительный анализ. Этот анализ можно провести, например, при построении геодези-
ческих кривых на рассматриваемых многообразиях.  

Ключевые слова: голографические дуальности, геометротермодинамика, метрический 
тензор, скалярная кривизна, конечная барионная плотность, преобразования Лежандра. 
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Application of geometrothermodynamics to the system  
with finite baryon density described by the method of holographic dualities 

 
The geometric properties of the equilibrium manifolds of the thermodynamic system with finite 

baryon density predicted by the holographic dualities method have been studied in this work. 
Geometrothermodynamics was used as the formalism of the study, which allows to obtain results 
invariant with respect to the Legendre transformations, i.e. independently of the choice of 
thermodynamic potentials. For the considered system, the corresponding metrics and scalar curvatures 
are calculated, and their properties are also described. To study thermodynamic systems, we 
calculated the metric of the corresponding equilibrium manifolds, the determinants of the metric 
tensors, and the corresponding scalar curvatures. Using a holographic approach, strongly interacting 
quantum systems with a finite baryon density were considered, i.e. systems like quantum 
chromodynamics. 3D graphs are obtained, which clearly show at what values of thermodynamic 
variables the scalar curvatures tend to infinity or to zero, which indicates possible phase transitions and 
possible compensation of interactions by quantum effects, respectively.  

To establish a reliable connection between the discontinuity lines obtained in this work and phase 
transitions in the thermodynamic systems defined in thermodynamic systems, additional analysis is 
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required. This analysis can be carried out, for example, when constructing geodesic curves on the 
considered manifolds. 

Key words: holographic dualities, geometrothermodynamics, metric tensor, scalar curvature, finite 
baryon density, Legendre transformations. 

 
Д.М. Зазулин1,2*, С.Е. Кемелжанова1, П.Д. Эзау1, И. Сатышев1 

 

1Әл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университеті, Қазақстан, Алматы қ. 
2Ядролық Физика институты, Қазақстан, Алматы қ., 

˟ e-mail: denis_zazulin@mail.ru 
 

Голографиялықекіжақтылық әдісімен сипаттау арқылы шектеулі жүйеде  
барионның тығыздына геометротермодинамиканы қолдану 

 
Бұл жұмыста голографиялық екіжақтылық әдісі бойынша болжанған соңғы бариондардың 

тығыздығы бар термодинамикалық жүйенің тепе-теңдік алуының геометриялық қасиеттері 
зерттелген. Зерттеу формализмі ретінде  термодинамикалық потенциалды таңдауға тәуелсіз 
Лежандр түрлендіруі бойынша нәтижелерді инвариантты алуға мүмкіндік беретін геометро-
термодинамика қолданылды. Қарастырылған жүйелер үшін тиісті метрикалар мен скалярлық 
қисықтар есептеледі, сондай-ақ олардың қасиеттері сипатталады. Термодинамикалық жүйе-
лерді зерттеу үшін тиісті тепе-теңдіктің көптүрлілігінің метрикалық тензорларын, метрикалық 
тензорлардың детерминанттарын және сәйкес скалярлық қисықтарды есептедік. Гологра-
фиялық тәсілді қолдана отырып, шекті барион тығыздығы бар күшті өзара ірекеттесетін квант-
тық жүйелерді, яғни кванттық хромодинамика сияқты жүйелерді қарастырдық. Термодина-
микалық айнымалылардың қандай шамалары скалярлық қисықтың шексіздікке немесе нөлге 
бейім болатындығын анықтайтын 3-өлшемді график алынған, бұл фазалардың ауысуы мен 
кванттық әсер арқылы өзара әрекеттесудің ықтимал өтелуін көрсетеді.  

Осы жұмыста алынған үзік сызықтар мен термодинамикалық жүйелерде анықталған 
фазалық ауысулар арасында сенімді байланыс орнату үшін қосымша талдаулар қажет. Бұл 
талдауларды, мысалы көптүрлілік геодезиялық қисықтарды салу кезінде жүргізуге болады. 

Түйін сөздер: голографиялық екіжақтылық, геометротермодинамика, метрикалық тензор, 
скалярлық қисықтық, соңғы барион тығыздығы, Лежандр түрлендіруі. 

 
 
Введение 
 
Метод голографических дуальностей поз-

воляет описывать квантовые системы в 
режиме сильной связи [1]. Голографические 
модели приводят к множеству качественных 
предсказаний, которые хорошо согласуются 
с экспериментальными данными и в ряде 
случаев не имеют другого теоретического 
объяснения.  

Также с помощью голографии предсказы-
ваются новые типы квантовых систем. Напри-
мер, в работе [2] обнаружена система, у которой 
при низких температурах имеется нулевая 
звуковая мода как у Ферми жидкости, но у этой 
системы совершенно иная температурная зави-
симость теплоемкости. В работе [3], при голо-
графическом описании теории с ненулевой ба-
рионной плотностью при нулевой температуре 
обнаружен фазовый переход второго рода, ког-
да химический потенциал становится равным 
массе барионов. В обеих работах приведены 
соответствующие термодинамические соотно-
шения. 

В связи с вышеизложенным, становится ак-
туальной задача исследования транспортных и 
термодинамических свойств новых квантовых 
систем, в том числе задача поиска фазовых пе-
реходов. В настоящей работе было проведено 
исследование термодинамики, полученной в ра-
боте [3] квантовойсистемы с конечной барион-
ной плотностью. В качестве метода исследова-
ния мы использовали геометротермодинамику 
[4]. 

 
Геометротермодинамика 
 
Дифференциальная геометрия является од-

ним из важнейших инструментов математи-
ческой физики со многими приложениями. В 
качестве примера можно упомянуть все четыре 
известные взаимодействия природы, которые 
могут быть описаны в геометрических тер-
минах. 

В геометротермодинамике (ГТД), предло-
женной Э. Кеведо [4], взаимодействия в термо-
динамических системах описываются с помо-
щью кривизны Риманова равновесного много-
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образия, инвариантного относительно преобра-
зований Лежандра. Так и в термодинамике 
физические свойства системы не зависят от 
выбора термодинамических потенциалов, с 
помощью которых эта система описывается. 
Переход от одного набора термодинамических 
потенциалов к другому осуществляется при 
помощи преобразований Лежандра, и в этом 
смысле термодинамика инвариантна относи-
тельно преобразований Лежандра. В ГТД, на-
пример, как это было показано в [4], идеальный 
газ, частицы которого не взаимодействуют друг 
с другом, соответствует Риманову многооб-
разию с нулевой кривизной. В случае взаимо-
действующих систем с нетривиальной струк-
турой фазовых переходов, кривизна должна 
воспроизводить поведение системы вблизи то-
чек, где происходят фазовые переходы. Это 
интуитивное требование выражается в конкрет-
ных математических условиях для метрических 
структур равновесных пространств. В частнос-
ти, как было показано на примере газов Ван-
дер-Ваальса, Бозе – Эйнштейна, термодинамик 
различных черных дыр и т.д. [5], вблизи фазо-
вых переходов скалярная кривизна соответ-
ствующих равновесных многообразий стре-
мится к бесконечности. Этот факт очень удобен 
для поисков неизвестных фазовых переходов в 
малоизученных термодинамических системах. 

В настоящей работедля изучения термоди-
намических систем мы вычисляли метрические 
тензоры соответствующих равновесных много-
образий, детерминанты метрических тензоров и 
соответствующие скалярные кривизны. В ка-
честве формул для вычисления метрик и соот-
ветствующих метрических тензоров мы ис-
пользовали [4]: 
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где 2l – квадрат термодинамической длины, 

)( aE  – термодинамический потенциал, 
который явно зависит от других термодинами-
ческих потенциалов – aE , n  – количество тер-
модинамических потенциалов, от которых зави-
сит  , )1,...,1,1(diagab   и 2. Формула (1), 
предположительно, корректно описывает фазо-
вые переходы 1-го рода, а формула (2) – 
фазовые переходы 2-го рода.  

Выражение для тензора кривизны имеет 
вид: 
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Кристофеля. Далее, скалярная кривизна вычис-
ляется по формуле abcd

bdac RggR  . 
Поскольку в дальнейшем мы будем иметь 

дело с системами, зависящими только от двух 
термодинамических потенциалов, то выражение 
для скалярной кривизны упрощается до: 

 

,
)det(

2 1212

g
PP   

 
(4)

 
где )det(g  – детерминант двумерного метри-
ческого тензора. Все расчеты в настоящей 

работе были проведены с помощью системы 
MatLab. 

 
Большой термодинамический потенциал 

для системы с конечной барионной плот-
ностью, предсказанной методом голографи-
ческих дуальностей 

 
В работе [3] с помощью голографического 

подхода были рассмотрены сильновзаимодей-
ствующие квантовые системы при конечной 
бaрионной плотности, т.е. системы, подобные 
квантовой хромодинамике. Авторами [3] полу-
чены термодинамические соотношения для нес-
кольких случаев. Рассмотрим сначала соот-
ношение для большого термодинамического 
потенциала при нулевой температуре, завися-
щего от массы m частиц и химического потен-
циала µ [3]: 
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       mNm 42
4
1, 34 , (5) 

 
где  ,,N  – некоторые параметры теории, 
которые в нашем анализе принимались за 
константы. Более того, мы приняли выражение

 42
4
1  N за единицу. Поэтому 

     mm 4, 3 . (6) 
 
На рисунке 1 представлен график (6). Ис-

пользуя (1-4) и термодинамический потенциал 
(6), нами были численно получены соответ-
ствующие геометрические величины в широком 
диапазоне массы и химического потенциала. 
Для каждой геометрической величины также 
были получены явные форулы но ввиду их 
громоздкости мы их в настоящей работе нигде 
не приводим. Вычисленные детерминант метри-
ческого тензора и скалярная кривизна показаны 
на рисунках 2 и 3. 

Из рисунков 2 и 3 видно, что на графиках 
для скалярной кривизны имеются разрывы на 
линиях mu ≡ μ = 4m и μ = 2m соответственно 
(функции в этих областях стремяться к беско-
нечности). Также на обоих графиках имеется 
особенность в области μ = 0. Согласно пред-
ставлениям ГТД перечисленные линии, возмож-
но соответствуют линиям фазовых переходов в 
рассматриваемой квантовой системе. Для всех 
остальных значений параметров μ и m скаляр-
ная кривизна близка к нулю, что обусловлено, 
как это видно из рисунков 2 а) и 3 а), большими 
величинами детерминантов метрических тензо-
ров, которые в свою очередь стоят в знаме-
нателе формулы (4). В формализме ГТД ма-
ленькая величина скалярной кривизны соот-
ветствует маленькой величине термодинами-
ческого взаимодействия между частицами. Для 
рассматриваемой квантовой системы с сильным 
взаимодействием это может означать, что взаи-
модействие компенсируется квантовыми эф-
фектами. 

 
 

 
Рисунок 1 – Большой термодинамический потенциал (6)  

в зависимости от химического потенциала и массы барионов  
для голографической системы  

с конечной барионной плотностью [3] 
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а) 

 
б) 

Рисунок 2 – а) – Зависимость детерминанта от химического потенциала и массы барионов,  
б) - зависимость скалярной кривизны от тех же параметров для (6). Метрика вычислялась по формуле (1) 

 
 

 

а) б) 

Рисунок 3 – а) – Зависимость детерминанта от химического потенциала и массы барионов,  
б) – зависимость скалярной кривизны от тех же параметров для (6). Метрика вычислялась по формуле (2) 
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соотношения для большого термодинамическо-
го потенциала системы с сильным взаимодей-

ствием, выведенного в [3] тоже для темпе-
ратуры равной нулю: 
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Трехмерный график функции (8) приведен 
на рисунке 4. Также используя (1–4) и 
выражение (8) были численно получены 
соответствующие геометрические величины в 

широком диапазоне массы и химического 
потенциала. Вычисленные для (8) детерминант 
метрического тензора и скалярная кривизна 
показаны на рисунках 5 и 6. 

 

 
Рисунок 4 – Большой термодинамический потенциал (8)  

в зависимости от химического потенциала и  
массы барионов для голографической системы  

с конечной барионной плотностью [3] 
 
 

 
а)  

б) 

Рисунок 5 – а) – Зависимость детерминанта от химического потенциала и массы барионов,  
б) – зависимость скалярной кривизны от тех же параметров для (8). Метрика вычислялась по формуле (2) 
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а) 
 

б) 

Рисунок 6 – а) – Зависимость детерминанта от химического потенциала и массы барионов,  
б) – зависимость скалярной кривизны от тех же параметров для (8). Метрика вычислялась по формуле (2) 

 
 
Из рисунков 5 и 6 видно, что на обоих 

графиках для скалярной кривизны имеются 
разрывы на линиях mu≡ μ = ±m (функции в этих 
областях стремяться к бесконечности). В работе 
[3] было показано, что на линии μ = m в 
рассматриваемой системе происходит фазовый 
переход второго рода. Также имеются разрывы 
на линиях μ ≈ ±2m, μ ≈ ±0.5m, μ ≈ 0, m ≈ 0, как 
это видно из рисунка 5 б) (на рисунке 6 б) 
разрывы видны только на линиях μ ≈ 0, m ≈ 0). 
Эти линии, возможно,соответствуют линиям 
фазовых переходов. При остальных значениях 
параметров μ и m  скалярная кривизна 
пренебрежимо мала, что также как и в первом 
рассмотренном нами случаесвязано с большими 
величинами детерминантов метрических тен-
зоров (см. рисунки 5 а) и 6 а)) и это соот-
ветствует маленькой величине термодина-
мического взаимодействия между частицами 
системы.  

 
Свободная энергия Гельмгольца для 

системы с конечной барионной плотностью, 
предсказанной методом голографических 
дуальностей 

 
Еще одним термодинамическим потенциа-

лом из [3] по которому мы сделали анализ была 
свободная энергия Гельмгольца при нулевой 
температуре:  
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где [3] 

   mmNc 2232   , (10)
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Выразив  через химический потенциал и 

массу, и для упрощения, положив все 
константы равными 1, получим: 

 
    2222 3, mmmF   . (12)

 
График функции (12) приведен на рисунке 

7. Используя выражение (12) и геометрические 
соотношения (1-4) были численно получены 
соответствующие величины в широком диапа-
зоне химического потенциала и массы. Рассчи-
таные для (12) детерминант метрического тен-
зора и скалярная кривизна показаны на 
рисунках 8 и 9. 
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Рисунок 7 – Зависимость свободной энергии Гельмгольца (10) от химического потенциала и  
массы барионов для голографической системы с конечной барионной плотностью [3] 

 
 

а) б) 

Рисунок 8 – а) - Зависимость детерминанта от химического потенциала и массы барионов,  
б) - зависимость скалярной кривизны от тех же параметров для (10). Метрика вычислялась по формуле (1) 

 
 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 9 – а) – Зависимость детерминанта от химического потенциала и массы барионов,  
б) – зависимость скалярной кривизны от тех же параметров для (10). Метрика вычислялась по формуле (2). 
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Из рисунков8 и 9 видно, что скалярная 
кривизна соответствующая метрике (1) имеет 
разрывы на линиях mu ≡ μ≈0.6m,μ ≈ 0.25m, μ ≈ 0 
и m ≈ 0, а соответствующая метрике (2) на 
линиях μ ≈ 0.5m, μ ≈ 0 и m ≈ 0. Для остальных 
значений параметров μ и m кривизны очень 
малы. Все рассуждения по поводу линий 
разрывов и малости величин скалярных 
кривизн для остальных значений параметров μ 
и m полностью аналогичны рассуждениям для 
предыдущих двух случаев.  

 
Заключение 
 
В настоящей работе в рамках ГТД для 

равновесных многообразий сильно взаимодей-
ствующих квантовых систем, предсказанных 
методами голографических дуальностей, вы-
числены метрические тензоры, их детерми-
нанты и скалярные кривизны. 

Были рассмотрены термодинамические сис-
темы с конечной барионной плотностью, для 
которых в качестве термодинамических потен-

циалов брались большие термодинамические 
потенциалы и свободная энергия Гельмгольца, 
зависящие от химического потенциала и массы 
частиц. 

Получены 3-мерные графики, на которых 
хорошо видно, при каких значениях термо-
динамических переменных скалярные кривизны 
стремятся к бесконечности или к нулю, что 
указывает на возможные фазовые переходы и 
на возможную компенсацию взаимодействий 
квантовыми эффектами соответственно. 

Фазовый переход второго рода, опреде-
ленный в работе [3] для рассмотренной нами 
системы в нашем подходе, тоже был 
воспроизведен.  

Для установления надежной связи между 
полученными в настоящей работе линиями раз-
рывов и фазовыми переходами в определен-
ными в [3] термодинамическими системами 
необходим дополнительный анализ. Этот ана-
лиз можно провести, например, при построении 
геодезических кривых на рассматриваемых 
многообразиях. 
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