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Хорава-Лифшицтің f(R) гравитациясындағы 
тұтқыр сұйықтықтың эволюциясы

Әлемнің үдемелі кеңеюін сипаттайтын жаңартудың екі жолы бар: не геометрияны немесе 
материяны жаңарту қажет. Осы уақытқа дейін жаңартудың көптеген моделдері ұсынылған, 
соның біреуі, кеңінен таралған – f(R) гравитациясы болып табылады. f(R) гравитациясы белгілі 
Эйнштейн-Гилберт әсеріндегі қисықтық тензоры R-дің орнына, оның жалпыланған функциясын 
f(R)-ді қою, осы кезде геометрия өзгереді.  

Жалпы салыстырмалылық теориясы мен кванттық физиканың бірігуі қазіргі заманның 
маңызды мәселелерінің біріне айналды. 1942 жылы Лифшиц гравитация мен кванттық физиканы 
біріктіретін жоғарғы энергияларда анизотропты масштабтауға негізделген моделін ұсынды, ал 
2009 жылы оның унитарлық, гравитациясы ренормалданған нұсқасын жапон ғалымы Питер 
Хорава ұсынды. Соңғы жылдардағы зерттеулерде – Хорава-Лифшиц гравитациясы деген атау 
кеңінен таралды. 2010 жылы Масуд Чайчян, Шиничи Ноджири, Сергей Д. Одинцов, Маркку 
Оксанен және Анка Туряну бірлесіп осы теорияның жалпыланған түрін f(R) – гравитацияны 
ұсынды.  

Бұл жұмыста Хорав-Лифшицтің жалпыланған гравитациясы осындай гравитацияға 
негізделген кеңістік-уақыттағы біртекті емес тұтқыр сұйықтық үшін зерттелетін болады. Тұрақты 
тұтқырлық кезінде уақыттың ұлғаюымен жарық пен бариондық заттың тығыздығы мен қысымы 
төмендейді. Егер қараңғы энергия күйін, яғни 𝜔𝜔𝜔𝜔 = −1 болғандағы жағдайды қарастыратын 
болсақ, онда тығыздық пен қысым шексіздікке ұмтылады. Сондықтан, егер біз тұтқырлықты 
тұрақты деп санасақ, вакуумдағы жағдай үшін Әлем шексіз кеңейеді. 

Түйін сөздер: қараңғы энергия, Хорава-Лифшицтің f(R) гравитациясы, тұтқыр сұйықтық. 
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Evolution of a viscous fluid in Horava-Lifshitz f(R) gravity 
 

There are two modification methods that describe the accelerated expansion of the Universe: it is 
necessary either to modify the geometry or matter. Until now, many modified models have been 
proposed, one of which is common f(R) gravity. In f(R) gravity, in the well-known Einstein-Hilbert action, 
we replace the curvature tensor R with its generalized function f(R), and the geometry changes. 

The unification of general relativity and quantum physics has become one of the most important 
issues of our time. In 1942, Lifshitz proposed a model based on high-energy anisotropic scaling that 
combines gravity and quantum physics, and in 2009 the Japanese scientist Peter Khorava proposed its 
unitary, renormalized version of gravity. In the studies of recent years, the name has spread – the gravity 
of Horava-Lifshits. In 2010, Masud Chaichyan, Shinichi Nojiri, Sergei D. Odintsov, Markku Oksanen, 
and Anka Tureanu jointly proposed a generalized form of this theory – f(R) gravity. 

In this work, the generalized gravity of Horava-Lifshitz will be studied for an inhomogeneous viscous 
fluid in space-time, based on this kind of gravity. At constant viscosity, with increasing time, the density 
and pressure of light and baryonic matter decrease. If we consider the state of dark energy, that is, the 
case when 𝜔𝜔𝜔𝜔 = −1, then the density and pressure tend to infinity. Therefore, if we consider the viscosity 
constant, for the case in a vacuum, the universe will expand infinitely.  

Key words: dark energy, Horava-Lifshitz gravity, viscous fluid. 
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Эволюция вязкой жидкости в Хоравы-Лифшица f(R) гравитации 

Существует два способа модификации, описывающих ускоренное расширение Вселенной: 
необходимо либо модифицировать геометрию, либо материю. До сегодняшнего дня было 
предложено множество модифицированных моделей, одна из которых – распространенная f(R) 
гравитация. В f(R) гравитации в известном действии Эйнштейна-Гильберта заменяем тензор 
кривизны R на его обобщенную функцию f(R), при этом изменяется геометрия. 

Объединение общей теорией относительности и квантовой физики стало одним из 
важнейших вопросов современности. В 1942 году Лифшицом была предложена модель, 
основанная на анизотропном масштабировании при высоких энергиях, которая сочетает в себе 
гравитацию и квантовую физику, а в 2009 году японским ученым Питером Хорава была 
предложена ее унитарная, перенормированная версия гравитации. В исследованиях последних 
лет распространилось название – гравитация Хорава-Лифшица. В 2010 году Масуд Чайчян, 
Шиничи Нодзири, Сергей Д. Одинцов, Маркку Оксанен и Анка Турьяну совместно предложили 
обобщенный вид этой теории – f(R) гравитацию.  

В этой работе будет изучаться обобщенная гравитация Хорава-Лифшица для неоднородной 
вязкой жидкости в пространстве-времени, основанной на этом виде гравитации. При 
постоянной вязкости, с увеличением времени плотность и давление света и барионного 
вещества уменьшаются. Если рассматривать состояние темной энергии, то есть случай, когда 
𝜔𝜔𝜔𝜔  = −1, то плотность и давление стремятся к бесконечности. Следовательно, если мы считаем 
вязкость постоянной, для случая в вакууме, Вселенная будет бесконечно расширяться. 

Ключевые слова: темная энергия, f(R) гравитации Хоравы-Лифшица, вязкая жидкость. 

Кіріспе

Әлемнің үдемелі кеңеюі ашылғаннан бері қа-
раңғы энергия мәселесі деп аталатын көптеген 
модельдер [1] – [23] ұсынылды. Олардың ең 
қарапайымы – Эйнштейнның жалпы салыстыр-
малылық теориясы (ЖСТ) шеңберіндегі, мәні 
кішкентай және оң космологиялық тұрақты 
енгізу арқылы жүзеге асырылатын модель (Λ
CDM моделі). Бұл жағдайда үдемелі кеңеюдің
күй параметрі 1−=ω , қараңғы энергия сұйық-
тығының теріс қысымының әсерін көрсетеді.
Бүгінгі күні қараңғы энергияның табиғаты 
«Мыңжылдықтың құпиясына» айналды және 
оның физикасы фундаменталды болғандықтан, 
ең өршіл және таңқаларлық зерттеу аймағы 
болып табылады. Бір жағынан караңғы сұйық-
тықтың күй параметрі минус бірге өте жақын 
болғандықтан, Космологиялық тұрақты тәрізді 
көрініспен сипаттауға болғанымен, космология-
лық тұрақтының мәні кішкентай болғандықтан, 
бұл жағдай бірнеше белгілі қайшылықтарға
әкеледі және космологиялық тұрақтысы бар 
ЖСТ түпкілікті гравитациялық теория емес, де-
генмен ол қазіргі таңда кеңінен таралған және 
бақылау нәтижелерін ең жуық сипаттайтын тео-

риялардың бірі. Сонымен қатар, соңғы космоло-
гиялық бақылау мәліметтеріне сәйкес, қараңғы
энергияның күй параметрі 061,0

060,0972,0 +
−−=ω ара-

лықта шектелген, сондықтан күйді сипаттайтын
қолайлы теңдеуді қанағаттандыратын қараңғы
сұйықтықтың әр түрлі формаларына (фантом, 
квинтессенция, біртекті емес сұйықтықтар және 
т.б.) жол беріледі [21].

Фридман-Робертсон-Уокер (ФРУ) әлемінде-
гі идеал емес сұйықтықтарды зерттеудің бірне-
ше артықшылығы бар [22]. Біріншіден, көптеген 
макроскопиялық физикалық жүйелер, мысалы, 
Ғаламның ауқымды құрылымындағы материя 
мен жарықты идеал сұйықтықпен (күй теңдеуі
p = ωρ,ω – тұрақты) жуықтауға болатындығына 
қарамастан, біз шығу тегі белгісіз қараңғы энер-
гияның басқа композицияларын жоққа шығара 
алмаймыз. Содан кейін, соңғы жылдары 
гравитацияның жаңартылған теорияларына де-
ген қызығушылық артты. Бұл теориялар Эйн-
штейннің теориясын өзгертуді және жалпы Эйн-
штейн-Гильберт әрекетіндегі қисықтық инва-
риантын әртүрлі жалпыланған құраушылармен
(Риман тензоры, Вейл тензоры, Риччи тензоры 
және басқалары) ауыстырады немесе толық-
тырады.
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Гравитацияның жаңартылған теориялардың
сұйықтық тәрізді түрге сәйкес сипаттамаға ие 
екендігін ескерген жөн, ал біртекті емес тұтқыр 
сұйықтықтарды зерттеу – мұндай альтернативті 
теориялардың кейбір жалпы белгілерін түсіну-
дің қарапайым тәсілдерінің бірі [23].

f(R) гравитациясы үшін жалпылаған Хорава-
Лифшиц теориясын [24]-ші жұмыстың авторы 
ұсынып, оны [24-28]-ші жұмыстарында әр түрлі 
тұрғыдан қолданып, зерттеулер жүргізген. Ол
модельдің бір шегі Хорава-Лифшицтің жалпы-
ланған гравитациясына әкеледі. Осындай мо-
дельдер үшін ФРУ қозғалыс теңдеулерін алдын-
ала зерттеу бай космологиялық құрылымдға ие 
және ерте инфляция мен қараңғы энергия 
дәуірлерін үйлестірудің табиғи мүмкіндігін 
көрсетеді. Бұл жұмыста, біз жазық ФРУ уақыт-
кеңістігінде күйі әртүрлі және тұтқырлығы 
тұрақты сұйықтықтарды Хорава-Лифшиц f(R)
гравитациясы аясында зерттейміз.

Модельдің негізі

Ең кіші әсер шарты бойынша қарастырып 
отырған модельдің әсері 

( ),)(= 4
mLRfgxdS +−∫           (1)

мұндағы g - µνg метрикалық тензорының анық-
тауышы және f(R) функциясы қисықтық скаля-
ры, R Риччи скаляры, Lm материя Лагранжианы 
болып табылады.

ФРУ метрикасын қолданамыз

],[)(= 222222 dzdydxtadtds ++− (2)

мұндағы )(ta масштабты факторды білдіреді. 
ФРУ метрикасы үшін (1) әсерді мына түрде 
жазамыз

,
)(
)(

)(
)()(= 2

2
334




























+−−∫ ta

taB
ta
taARaRfaxdS


σ                                         (3)

мұндағы f
dR

Rdf ′=)(=σ , ,1293 µλ +−=A

µ6=B  кез-ккелген оң тұрақтылар. Әрі қарай, 
ұқыпты жазу үшін функцияның аргументтерге 
тәуелділігін жоққа шығарамыз. Нүкте уақыт 
бойынша дифференциялдау, ал штрих R бойын-
ша дифференциалдау деп белгілейік. Осылайша, 
гравитацияның Лагранжы келесі түрге ие 
болады

.)2(= 2233 RfaBafaaBARfafaL  ′′−′−+′− (4)

Эйлер-Лагранж теңдеуін қолдана отырып, 
қозғалыс теңдеулерін анықтаймыз

,)(= 2HBAHBR ++           (5)
,)3(2= 2HHp +−                    (6)

нөлдік энергеия шарттын қолдана отырып, біз 
екінші Фридман теңдеуін табамыз

.3= 2Hρ                   (7)

Біздің модель үшін қысым былай анық-
талады

,
)2(

33=
2

fBA
FRfRfBRfBp

′−
−′+′′−′′′− 

(8)

және энергия тығыздығы

.
)2(

)3(=
fBA

fRfRfBH
′−
+′−′′ 

ρ        (9)

ФРУ теңдеулеріндегі p және ρ – қысым мен 
Әлемнің энергия тығыздығы мына түрдегі энер-
гияның сақталу заңын қанағаттандыру керек

.0=)(3 pH ++ ρρ           (10)

Бұл жұмыста біз біртекті емес тұтқыр 
сұйықтық үшін күй теңдеуінің жалпыланған 
түрін қарастырамыз [29]

,...),),(()(= HHtaJp −ρρω (11)
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мұндағы ω(ρ) – күй параметрі, энергия тығызды-
ғына тәуелді болуы мүмкін, ал J(a(t), H, Ḣ…) –
көлемді тұтқырлық, масштаб факторына, Хаббл 
параметріне және оның туындыларына тәуелді 
жалпы функция болып табылады. Термодина-

микалық себептер бойынша, қайтымсыз 
процесте энтропияның өзгеруі оң таңбалы болу 
үшін сұйықтықтың тұтқырлығы да оң болуы 
қажет. Сұйықтың Tµv энергия-импульс тензоры 
мына түрге ие

[ ] ,)(...),),(,()(= νµµννµµν ρρρωρ uugHHtaJuuT +++                                   (12)

мұндағы (1,0,0,0)=µu төрт өлшемді жылдам-
дық векторы. Сұйықтықтың энергия сақталу 
заңы (10) ақыр соңында мынандай түрге келеді

....),),(,(3=))((13 HHtaHJH  ρρωρρ ++ (13)

Келесі бөлімде зерттеулер біртекті емес 
тұтқыр сұйықтық күйінің теңдеуінің қарапайым 
шешімімен жүзеге асырылады

Космологиялық шешім

Тұтқырлығы мен күй параметрі тұрақты 
жағдайды қарастырайық. Онда Хаббл параметрі

( )

( )
,

1e)(1
2
3

1e)(1
4
3

=
0)(1

4
32

0)(1
4
32














+

−
+














−

−
+

+

+

tt

tt

H
ωξ

ωξ

ω

ωξ

(14)

және масштабты фактор

ω)t(tω)ξ()t(tω)ξ(
eeaa

+−+−−+











+=

1
1

1
4
31

4
3

0
00

экспоненциалды дамиды. Төмендегі суретте тұ-
рақтыларды 1-ге тең деп алып, масштабты фак-
тордың динамикасының графигін тұрғыздық.

1-сурет – Мастабты фактордың эволюциясы
( tt eea −+= жуықтау жағдайы үшін)

Энергияның сақталу заңынан (10) энергия 
мен қысымның тығыздығын былайша табамыз

( )
( ) ,

1e

1e
1

=)(

2

0)(1
4
32

0)(1
4
32

















+
−

−
−

+ +

+

tt

tt
t

ωξ

ωξ

ω
ξρ                                                     (15)

( )

( ) ( ) ( )

( )
.

1e)3(1

3e6e)1(8e3

= 2

0)(1
4
32

0)(1
4
320)(1

4
320)(1

4
34














+

−
+














+

−
−

−
++

−

−
+

+++

tt

tttttt

tp
ωξ

ωξωξωξ

ω

ξω

                    (16)
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Хорава-Лифшицтің f(R) гравитациясындағы тұтқыр сұйықтықтың эволюциясы

Енді әртүрлі күйлерді қарастырайық. 
Бариондық материя үшін 0=ω , яғни

( )
( )

2

04
32

04
32

1e

1e=)(
















+
−

−
−

tt

tt
t

ξ

ξ

ξρ ,                (17)

( )

( ) ( )

( ) 2

04
32

04
3204

34

1e3

3e2e3

=














+

−














+

−
+

−

−
tt

tttt

tp
ξ

ξξ
ξ

,

(18)

ал жарық болғанда 3/1=ω , яғни

( )
( )

2

02

02

1e

1e
4

3=)(














+
−

−
−

tt

tt
t

ξ

ξξρ ,                (19)

( )
( ) ( ) ( )

( ) 2
02

020204

1e4

3e6
3
4e8e3

=






 +

−







 +

−
−

−
+

−

−
tt

tttttt

tp
ξ

ξξξ ξ

. (20)
Қорытынды

Қортындылай келе, 1-суретте көрініп 
тұрғандай, тұрақтылардың белгілі мәндері үшін 
масштабты фактордың динамикасы үдемелі 
ұлғаюда, яғни қарастырылып отырған модель 
бақылау мәлеметіне толықтай сәйкес келеді. 
Тұрақты тұтқырлық үшін уақыт өскен сайын 
жарық пен бариондық материя тығыздығы мен 
қысымы азаяды. Яғни заттар Әлем кеңейген 
сайын бір-бірінен алшақтайды. Бұл де-Ситтер 
шешімі нәтижелеріне ұқсас келеді. Егер караңғы 
энергия күйін қарастыратын болсақ, яғни

1−=ω , онда тығыздық пен қысым шексіздікке 
ұмтылады. Сондықтан егер тұтқырлықты 
тұрақты деп қарастырсақ, вакуум жағдайы үшін 
әлем шексіз кеңейе береді.

Алғыcтар. Берілген зерттеулер ҚР БҒМ 
гранттық қаржыландырылған AP08052197 
«Тұтқыр сұйықтықпен сипатталатын Әлемнің 
эволюциясы барысында барионды материяның 
қалыптасуы» жоба шеңберінде жасалған. 
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