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ЕКІ ӨЛШЕМДІ КАЛОДЖЕРО-БОГОЯВЛЕНСКИЙ-ШИФФ ТЕҢДЕУІНІҢ  
ЖҮГІРМЕЛІ ТОЛҚЫНДЫҚ ШЕШІМІ 

 
Бұл мақалада сызықты емес эволюциялық теңдеулердің бірі екі өлшемді кеңейтілген 

Калоджеро-Богоявленский-Шифф (КБШ) теңдеуінің жаңа жүгірмелі толқындық шешімдері 
зерттелетін болады. Жалпы зерттеу саласында сызықты емес физикалық құбылыстар ғылым 
мен оның әр түрлі салаларында мысалы оптикалық талшықтарда, астрофизикада, 
дифференцициалдық теңдеулер физикасында – аса маңызды рөл атқарып, оларды 
моделдеуге мүмкіндік беруде. Калоджеро-Богоявленский-Шифф (КБШ) теңдеуі бастапқыда 
локальды емес деп тұжырымдалғанымен, оны дифференциялдық теңдеулер жүйесі ретінде 
зерттелуде. Мұндай теңдеулер сұйықтық динамикасы, плазма физикасы және кванттық өріс 
теориясы сынды ғылымның түрлі салаларында қолданылады. Әсіресе сызықты емес әдістер 
стандартты симметрия әдістерімен алынбайтын шешімдерді анықтауда тиімді екенің 
көрсетті. Бұл мақалада алынған нәтижелер сызықты емес дисперсиялық толқындарды және 
күрделі динамикалық жүйелерді сипаттайтын физикалық процесстерді моделдеуде 
қолданылуы мүмкін сондай-ақ екіөлшемді теңдеулер теориясын тереңірек түсінуге үлес 
қосады. Мақалада екі өлшемді Калоджеро-Богоявленский-Шифф (КБШ) теңдеуінің 
толқындық шешімдері алынып, бағдарламалық жүйелерде графиктері тұрғызылады. Осы 
мақалада орындалған жұмыс екі өлшемді сызықты емес жүйелердің динамикасын 
тереңірек түсінуге үлес қосады. 

Түйін сөздер: қарапайым дифференциалдық теңдеу, дербес туындылары бар 
дифференциалдық теңдеу, синус-косинус әдістері, сызықты емес, Калоджеро-
Богоявленский-Шифф теңдеуі. 
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Traveling wave solutions of the two-dimensional  
Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff equation 

 
This article investigates new traveling wave solutions of one of the nonlinear evolution 

equations - the two-dimensional generalized Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) equation. In 
general, nonlinear physical phenomena play an important role in science and its various branches, 
such as optical fibers, astrophysics, and the physics of differential equations, allowing for the 
modeling of such processes. Although the Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) equation was 
initially formulated as a nonlocal equation, it is  studied as a system of differential equations. Such 
equations find applications in various scientific fields, including fluid dynamics,  plasma physics 
and quantum field theory. The use of nonlinear methods is especially effective in finding solutions 
that cannot be obtained by standard symmetry-based approaches. The results obtained in this 
paper can be used to model nonlinear dispersive waves and describe complex dynamical systems, 
contributing to a deeper understanding of the theory of two-dimensional equations. The paper 
presents sine and cosine solutions of the two-dimensional Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff 
equation and visualizes them through software-generated plots. This work contributes to a 
deeper understanding of the dynamics of two-dimensional nonlinear systems. 
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Решения типа бегущей волны двумерного уравнения  
Калоджеро-Богоявленского-Шиффа 

 
В данной статье исследуются новые бегущие волновые решения одного из нелинейных 

эволюционных уравнений - двумерного обобщенного уравнения Калоджеро–
Богоявленского–Шиффа (КБШ). В целом, нелинейные физические явления играют важную 
роль в науке и её различных областях, например в оптических волокнах, астрофизике и 
физике дифференциальных уравнений, и позволяют моделировать эти процессы. Хотя 
уравнение Калоджеро-Богоявленского-Шиффа (КБШ) изначально формулировалось как 
нелокальное, сейчас оно рассматривается как система дифференциальных уравнений. 
Подобные уравнения находят применение в различных научных областях, таких как 
гидродинамика, физика плазмы и квантовая теория поля. Особенно эффективно 
применение нилинейных методов для нахождения решений, которые не могут быть 
получены стандартными методами симметрий. Полученные результаты в статье могут быть 
использованы для описания сложных динамических и систем моделирования нелинейных 
дисперсионных волн, а также способствуют более глубокому пониманию теории 
двумерных уравнений. В статье получены волновые решения двумерного уравнения 
Калоджеро–Богоявленского–Шиффа (КБШ), построены их графики с помощью программных 
средств. Данная работа вносит вклад в более глубокое понимание динамики двумерных 
нелинейных систем. 

Ключевые слова: простое дифференциальное уравнение, дифференциальное 
уравнение с частными производными, методы синуса-косинуса, нелинейность, уравнение 
Калоджеро-Богоявленского-Шиффа. 

 

Кіріспе 

 

Сызықты емес дифференциалдық теңдеулер 

бүгінгі таңда шешімдер алу барысында маңызды 

орын алуда [1-2]. Cебебі олар оптикалық 

талшықтар технологиясы, сандық байланыс, 

астрономия, сұйықтықтар, плазма, қатты дене 

физикасы және тұтас орта механикасы сияқты 

табиғи құбылыстарды түсіндіру үшін 

математикалық моделдер ретінде пайдаланылады 

сондай-ақ оларды моделдеуге де болады. 

Ғаламдағы көптеген құбылыстар сызықты емес 

жартылай дифференциалдық теңдеулермен 

сипатталатының есепке алсақ, бұл теңдеулерді 

шешу және олардың шешімдерін табу өте 

маңызды. Ғалымдар жылдар бойы шешімдерін 

табу үшін әр түрлі әдістерді дамытты. Бұл 

сызықты емес құбылыстардың  қасиеттерін түсіну 

үшін олардың дәл шешімін табу керек, бұл өз 

кезегінде тиімді әдістердің дауына түрткі болады, 

сондықтан осы сала бойынша көптеген тиімді 

әдістер зерттеліп келеді [3-6]. 

Осыған байланысты бұл зерттеуде екі 

өлшемді Калоджеро – Богоявленский - Шифф 

теңдеуі [7-10] қарастырылады, ол келесі түрде 

беріледі:  

 

,0
4

1

4

1

2

1 1 =+++++ −

xyyyyxxxxyyxxxyxtx auuuuuuuu (1) 

 

xyu =  (2) 

 

мұндағы a - тұрақты шама болып табылады.  

 

Зерттеу әдіснамасы  

 

Осы зерттеу аясында екі өлшемді 

Калоджеро – Богоявленский - Шифф (КБШ) тең-

деуінің нақты шешімдерін табу үшін синус-

косинус әдісі қолданылды. Жалпы синус және 
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косинус әдісі арқылы шешімін алу ол 

математикалық физиканың бірқатар сызықтық 

емес, дербес туындылы дифференциалдық 

теңдеулерді шешудің нәтижелі тәсілдерінің бірі 

ретінде қарастырылуда [11-15]. 

 

Синус және косинус әдісінің сипаттамасы 

Бұл бөлімде жалпы синус және косинус 

әдістерінің сипаттамасы беріледі. Бұл әдіс 

арқылы толқындық түрлендіру келесі түрде 

беріледі. Жалпы түрде дербес туындылары бар 

дифференциалды теңдеу 

 

( ) ,0,..,,,,,
1

=
xxxyyxxxxt

uuuuuuE  (3) 

 

толқындық айнымалылар арқылы келесідей 

түрленеді, 

 

),(),,( =tyxu ptmynx −+=  (4) 

 

Нәтижесінде жай дифференциялық теңдеуге 

келтіруге болады 

 

( ) .0,..,,, ''''''

2
=uuuuE  (5) 

 

теңдеудің шешімі келесі түрде ізделеді.  

 

( ),cos),,(  =tyxu  (6) 

таңдауға байланысты 

 

( ),sin),,(  =tyxu  (7) 

мұндағы )(),,( =tyxu , ptmynx −+= , ал 

pnт ,, -тұрақтылар. Осындағы (6) теңдеуден 

алынған  туындыларды төмендегідей  

түрлендіруге болады: 

 

( ) ( ) ( ),sincos' 1   −−=u  (8) 

 

( ) ( ) ( ) ( ),cos1cos'' 2222   −−+−=u

(9) 

 

ал (7) өрнектің туындылары төмендегідей  түрде 

өрнектеледі 

 

( ) ( ) ( ),cossin' 1   −=u  (10) 

 

( ) ( ) ( ) ( ).sin1sin'' 2222   −−+−=u

(11) 

 

Жоғарыда берілген (6) – (11) теңдеулерді 

дифференциалдық теңдеулерге қоя отырып,  

мүшелері )(cos r  және ( )rsin  болатын 

тригонометриялық  теңдеулер жүйесін аламыз. 

Сондай-ақ  -ны табу үшін синус немесе косинус 

жұптарының дәрежедегі мүшелерін теңестіріп, 

қажетті параметрлерді табамыз. Кейінірек, 

)(cos r  және ( )rsin  үшін бірдей дәрежедегі 

барлық коэффициенттерді жеке-жеке 

біріктіреміз. Нәтижесінде белгісіз   және   

арасындағы математикалық теңдеулер жүйесінің 

шешімін алып, бізге қажетті коэффициенттерді 

анықтаймыз.

 

 

Зерттеу нәтижелері 

 

Екі өлшемді Калоджеро-Богоявленский-

Шифф теңдеуінің аналитикалық шешімдерін табу 

үшін  sin - сos  әдісін қолданамыз, ол үшін дербес 

туындылы теңдеуге қолданып, келесі түрлен-

діруді аламыз 

 

),(),,( =tyxu ptmynx −+=  (12) 

 

мұндағы с  - тұрақты коэффициент болып 

табылады.  

Осы теңдеуді (1)-(2) теңдеуге қоя отырып, ұқсас 

өрнектерді біріктіріп, дифференциалдық теңдеуді 

алуға болады:  

 

,0)(3 423 =++  mnmn  (13) 
 

 =u  (14) 

 

(13)-(14) теңдеулерді интегралдап, ал интеграл-

данған тұрақтыны нольге тенестіріп алсақ және 

)()(  =  деп ескерсек, онда келесі өрнекті 

анықтаймыз 

 

,06)(6)4( 5423232 =+++++−  mnnmnmmnmnmpn                  (15) 

 

Жоғарыдай өрнекті ықшамдап, (15)-теңдеуден 

шешім аламыз  

 

,0)()(3)( 423 =++  mnmn  (16) 

 

мұндағы mnmpn 2324  ++−= тең.    
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Косинус шешімі 

 

(16) теңдеудің косинус шешімін табу үшін (6) 

теңдеуге келесідей түрлендіру енгіземіз 

 

( ) ( ),cos  =u  (17) 

 

( ) ( ) ),(cos)1(cos 2222   −−+−=u                                (18) 

 

Осы (17)-(18) өрнектерді (16) теңдеуге қойып,  

келесі теңдеуді алуға болады. 

 

+−++ )(cos()(cos3)(cos 224223   mnmn ,0))(cos)1( 22 =−+ −         (19) 

 

Тепе-теңдік әдісін пайдаланып, (19) 

теңдеудегі cos функциясының әрбір дәрежесіне 

сәйкес келетін мүшелерді салыстыру арқылы, 𝛽 

параметрінің мәнін табамыз.  

 

 22 =− , онда .2−=  

 

Табылған 𝛽 мәнін (19) теңдеуге қоя отырып, 

келесідей теңдеуді анықтауға болады. 

,0)(cos6)(cos4)(cos3)(cos 4242244232 =+−+ −−−−  mnmnmn             (20) 

 

Косинус функциясының әрбір дәрежесіне 

сәйкес келетін коэффициенттерін теңестіру 

арқылы келесі теңдеулер жүйесін аламыз: 

 

:)(cos 2 − ,04 24 =−  mn  (21) 

 

:)(cos 4 − 02 2 =+  n  (22) 

 

Шыққан теңдеулер жүйесінен келесі коэффи-

циентердің мәндерін онай анықтап алуға болады 

mn32


 −= , 

mn44


 =  (23) 

 
(17) теңдеуге жоғарыда табылған мәндерді 

қойып, одан кейін алынған өрнекті (12) теңдеуге 

қойып, 𝑢 = 𝑣 шартын ескеріп, екі өлшемді 

Калоджеро-Богоявленский-Шифф теңдеуінің 

нақты шешімдерін аламыз 

 

,)(
4

sec
2

),,(
4

2

31 







−+−= ptmynx

mnmn
tyxu



 (24) 

.)(
4

sec
2

),,(
4

2

31 







−+−= ptmynx

mnmn
tyx




 (25) 

 

 

Ан теңдеудің шешімінің графикалық түрі 1-

суретте келтірілді. 

 

  
1-сурет - ),,,(1 tyxu  шешімінің екі өлшемді және бір өлшемді графиктері келесі мәндерді 

ескеріп алынды 1,1,1 === pmn  
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Синус шешімі 

 

Синус шешімін анықтау мақсатында (7) түр-

лендіруді пайланамыз 

 

( ) ( ),sin  =u  (26) 

( ) ( ) ( ) ( ).sin1sin'' 2222   −−+−=u                                    (27) 

 

Осы теңдеулерді (16) теңдеуге қойып, келесі 

түрдегі шешімді табамыз

 

+−++ )(sin()(sin3)(sin 224223   mnmn ,0))(sin)1( 22 =−+ −      (28) 

 

тепе-теңдік әдісін қолданып, (28) теңдеудегі 
sin

функциясының дәрежелерін теңестіріп, 𝛽 мәнін 

анықтаймыз 

 

 22 =− ,  онда .2−=  

 

Жоғарыда табылған 𝛽 мәнін (28) теңдеуге қойып, 

келесі теңдеуді аламыз 

 

,0)(sin6)(sin4)(sin3)(sin 4242244232 =+−+ −−−−  mnmnmn            (29) 

  

Синус функцияларының әрбір жұбының 

коэффициенттерін теңестіру арқылы келесі 

теңдеулер жүйесін табамыз: 

 

:)(sin 2 − ,04 24 =−  mn  (30) 

:)(sin 4 − 02 2 =+  n  (31) 

 

(30)- (31) теңдеулер жүйесінен келесі 

коэффициентердін мәндерін анықтаймыз 

 

mn32


 −=  , 

mn44


 =  (32) 

 

Жоғарыда табылған шешімдерді (26) өрнекке 

қойсақ, одан кейін алынған өрнекті (12) теңдеуге 

қойып екі-өлшемді Калоджеро-Богоявленский-

Шифф теңдеуінің нақты шешімдерінтабамыз 

 

,)(
4

csc
2

),,(
4

2

32 







−+−= ptmynx

mnmn
tyxu



(33) 

,)(
4

csc
2

),,(
4

2

32 







−+−= ptmynx

mnmn
tyx




(34) 

 

Анықталған (33) теңдеудің шешімінің 

графикалық түрі 2-суретте келтірілді. 

 

 
 

2-сурет. ),,,(2 tyxu шешімнің екі өлшемді және бір өлшемді графиктері 

 келесі параметрлермен 1,1,1 === pmn . 
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Қорытынды  

 

Осы жұмыста cызықты емес эволюциялық 

теңдеулердің бірі, екі өлшемді Калоджеро-

Богоявленский-Шифф теңдеуінің жүгірмелі 

толқындық шешімдері алынды. Алынған 

нәтижелер сызықты емес дисперсиялық 

толқындарды және күрделі динамикалық 

жүйелерді сипаттайтын физикалық процесстерді 

моделдеуде қолданылуы мүмкін. Нақты 

шешімдер негізінде мақалада екі өлшемді 

Калоджеро-Богоявленский-Шифф (КБШ) 

теңдеуінің синус және косинус шешімдері 

табылды, анықталған шешімдер үшін графиктер 

тұрғызылды. Жаңа шешімдер ұсынылған әдістің 

тиімділігін дәлелдейді. Бұдан бөлек алынған 

нәтижелер бұл әдістің көптеген басқа күрделі 

бейсызық құбылыстарды шешуге мүмкіндік 

береді  

 

Алғыс 

 

Бұл зерттеу Қазақстан Республикасы Білім 

және Fылым министрлігі Ғылым комитеті 

тарапынан жобасы аясында дайындалды (ЖТН 
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