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Параметрические 
взаимодействия волн 

в анизотропных 
метаматериалах

Одним из основных факторов, сдерживающих дальнейший 
прогресс в области приложений метаматериалов, являются значи-
тельные энергетические потери, обусловленные явлением плазмен-
ного резонанса, а их компенсация представляется наиболее актуаль-
ной проблемой современной науки о метаматериалах. В связи с 
этим в настоящей работе исследуется параметрическое взаимодей-
ствие электромагнитных волн, в частности, изучается процесс гене-
рации и усиления второй гармоники в метаматериалах с отрицатель-
ным показателем преломления. Получены уравнения, описывающие 
параметрическое взаимодействие волн для случая неколлинеарного 
фазового синхронизма и найдены их точные решения при отсутс-
твии потерь энергии путем установления законов сохранения. Рас-
считана зависимость интенсивности результирующей волны второй 
гармоники от разности фаз сигнальной волны и волны накачки и 
исследован закон сохранения для случая наличия потерь энергии в
метаматериале. Установлено, что фундаментальные волны в про-
цессе генерации второй гармоники не могут обмениваться энергией 
через вторую гармонику при неколлинеарном согласовании фазы, а 
значит требуется учет эффекта оптического выпрямления поля в 
нелинейном метаматериале. 

Ключевые слова: метаматериал, генерация второй гармоники, 
фундаментальная волна, фазовый синхронизм. 
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The parametric interaction of
waves in anisotropic

metamaterials

One of the main factors impeding further progress in the field of
application of metamaterials are significant energy losses due to the
phenomenon of plasmon resonance, and their compensation is the most 
urgent problem of the modern science of metamaterials. Therefore, in
this paper the parametric interaction of electromagnetic waves, in
particular, to study the process of generation and amplification of the
second harmonic in metamaterials with negative refractive index. The
equations that describe the parametric interaction of waves in the case of
non-collinear phase matching and found them accurate decisions in the
absence of energy loss by establishing conservation laws. The 
dependence of the intensity of the resulting wave of the second harmonic
of the phase difference between the signal wave and the pump wave and
investigated for the case of the law of conservation of energy losses in the
presence of a metamaterial. It was found that the fundamental wave in 
the process of second harmonic generation can not exchange energy
through the second harmonic at the noncollinear phase matching, and
thus requires consideration of the effect of the optical rectification of the 
field in the nonlinear metamaterials. 
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Анизотроптық 
метаматериалдардағы 

толқындардың 
өзара параметрлік әсерлесуі

Метаматериалдардың дамуын ұстап тұрған негізгі факторлар-
дың бірі энергетикалық жұтылулардың пайда болуы, бұл процесс 
плазмалық резонанс құбылысымен түсіндіріледі. Осы мақсат негі-
зінде, берілген жұмыста электрмагниттік толқындардың өзара пара-
метрлік әсерлесуі зерттеледі. Негізінен генерация процесі мен теріс 
сыну корсеткіші негізіндегі метаматериалдағы екінші гармониканың 
күшеюі қарастырылады. Түсетін толқындар шамаларының негізінде 
екінші гармониканың тәуелдік графигі көрсетілді және коллинеарлы 
емес фазалық синхронизм жағдайындағы толқындардың параметр-
лік әсерлеуін сипаттайтын теңдеу алынды, жұтылу энергиясы жоқ 
жағдайдағы шешім қарастырылып, энергияның сақталуы көрсетілді. 
Алынған нәтижелердің негізінде, келесідей корытындыға келуге бо-
лады екінші ретті гармоника процесінің негізінде фундаментальды 
толқын мен екінші гармоника энергия алмаса алмайды. 

Түйін сөздер: метаматериал, фундаментальды толқын, екінші 
гармоника.



ISSN 1563-0315 ҚазҰУ Хабаршысы. Физика сериясы. №3 (54). 2015 11

УДК 533.9.01 1Момынов С.Б., 1Мухаметкаримов Е.С., 
2Габитов И.Р., 1*Давлетов А.Е. 

1Казахский национальный университет имени аль-Фараби, 
Республика Казахстан, г. Алматы 

1Университет Аризоны, Тусон, США
*E-mail: askar@physics.kz

Введение 

На сегодняшний день метаматериалы в антенной технике 
применяются для изготовления подложек и излучателей как с 
целью компенсации их реактивности, так и для работы на по-
верхностных электромагнитных волнах. Большие достиже-
ния в области получения метаматериалов привели к разви-
тию новой области науки – трансформационной оптики [1], 
принципы которой позволяют направлять световую волну по 
определенным заданным траекториям, создавать плоские 
усиливающие линзы и даже материалы-невидимки [1-3]. 

Обычно под метаматериалами понимаются структуриро-
ванные материалы, причем само структурирование может 
быть осуществлено иерархически, то есть с использованием 
тех же структурированных элементов. В настоящее время су-
ществует большое разнообразие структурированных мате-
риалов, к которым относятся материалы на основе металло-
диэлектрических [4,5], металло-органических [6,7], биологи-
ческих [8] и других структур. Структурирование позволяет 
достичь две цели: уникальность характеристик и многофунк-
циональность материалов. К уникальным свойствам относит-
ся и свойство отрицательности показателя преломления, ко-
торое достигается путем введения резонансных структур 
(плазмонных или фононных – карбид кремния), киральных 
структур [9], а также анизотропных материалов – гиперболи-
ческих материалов [10, 11]. 

Рассмотрим процесс генерации второй гармоники (ГВГ) в 
метаматериале с отрицательным показателем преломления, 
фазовый синхронизм в котором достигается в результате не-
коллинеарного взаимодействия двух волн фундаментальной 
частоты с волной второй гармоники, так что 

0  + -
1 1 2k k k , где ±

1k , 2k  – волновые вектора, соответс-
твующие волнам накачки и второй гармоники. Данная задача 
является обобщением случая коллинеарной генерации второй 
гармоники, рассмотренного в работе [12]. 

ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ 
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 

ВОЛН  
В АНИЗОТРОПНЫХ 
МЕТАМАТЕРИАЛАХ 
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Рисунок 1 – Схема неколлинеарной синхронизации  
в процессе ГВГ 

Две волны накачки падают под углом по отношению  
к нормали поверхности образца  

из метаматериала с отрицательным показателем  
преломления для частоты волны накачки.  

Направление соответствующих потоков энергии харак-
теризуется векторами Умова-Пойнтинга 1

S .
Поток энергии волны второй гармоники S2 направлен 
вдоль нормали к поверхности в «противоположном» 

направлении 

В случае неколлинеарной генерации второй 
гармоники в метаматериале волна накачки и 
волна второй гармоники могут быть представле-
ны в следующем виде: 

 
 

 

( )
1 1 1

( )
1 2

2 2 3

( , ) ( , , )exp

( , , )exp ,

( , ) ( , , )exp 2 .
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
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



    

   

   

r k r

k r

r k r
(1) 

Предполагается, что на фундаментальной 
частоте   показатель преломления метаматери-
ала имеет отрицательный знак, а на частоте вто-
рой гармоники 2  он является положитель-
ным. Волна второй гармоники распространяется 
вдоль биссектрисы волновых векторов па-
дающих волн накачки. При этом направление 
вектора Умова-Пойнтинга 

2S  второй гармоники 
противоположно направлению сумме векторов  

Умова-Пойнтинга ±
1S  волн накачки, которая 

направлена по биссектрисе (см.рис. 1). То есть 
волновой вектор второй гармоники 3k  направ-
лен вдоль оси Z , а волновые вектора падающих 
на метаматериал волн 1k  и 2k  лежат в плоскос-
ти XZ , так что 

1 1 2 2, ,x x

z z

k k
 
 

   
        

k k   (2) 

где sinx  , cosz  ,  – угол между век-
торами 1k  и 3k . 

Система уравнений, описывающая неколли-
неарную синхронизацию фаз при генерации 
второй гармоники, имеет следующий вид: 

1 ( ) ( )*
1 1 1 1 2

1 ( ) ( )*
1 1 1 1 2

1 ( ) ( )
2 2 2 1 1

( ) ,

( ) ,

( ) .

i
z z x x t

i
z z x x t

i
z t

E i E e
E i E E e

E i E E e

    

   

 

   

   

    

      

      

   

Δk r

Δk r

Δk r

  (3) 

Здесь ( )
1E   и 2E  – комплексные огибающие 

электрических полей волн накачки и второй гар-
моники с соответствующими групповыми ско-
ростями 1,2 , 1,2  – коэффициенты нелинейного 
взаимодействия. 

Рассогласование векторного синхронизма 
Δk  в рассматриваемых координатах имеет вид: 

(2 ) 2 ( )z zk k k    . (4) 

Если рассмотреть медленно меняющиеся 
( )
1E   и 2E : 

( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2 2

( , , ) ( ) ( , ),
( , , ) ( ) ( , ),

E x z t x A z t
E x z t x A z t

  


(5) 

то уравнение для 2E  можно переписать сле-
дующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 1 1 1 1

2

1( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) .i kzx A z t i x x A z t A z t e
z t




       
       

(6)
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Последнее уравнение приводится к виду  

  ( ) ( )
2 2 1 1

( ) ( )
2 1 1 2

(1/ ) ( , ) ( ) ( ) ,
( , ) ( , ) ( )

z t
i kz

A z t x x
i A z t A z t e x




 

   

    



(7) 

 из которого можно заметить, что правая часть 
уравнения (7) зависит только от z , а левая яв-

ляется функцией x. Это означает, что левая  
часть (7) есть некоторая постоянная, то есть: 

( ) ( )
1 1

2

( ) ( ) .
( )

x x const
x

  



 (8) 

Уравнения для падающих волн можно пере-
писать в следующем виде: 

( )
( ) ( ) ( )1
1 1 1

1

( ) ( )
1 1 2 2 1

1( ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( , ) ( , ) .

z x

i kz

x A z t A z t
z t x

i x x A z t A z t e

 





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   
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        
   

(9) 

Деление последнего выражения на ( )
1
  дает 

( ) 2( )2 1
1( )

1

( ) ( ) ( ) .
( )

x x m x
x

  
 





(10) 

Предположим, что 
2( )

1 ( ) 1x  , тогда уравнения для падающих волн запишется как

( )
( ) ( )1
1 1( )

1 1

( )
1 2 1

1 1( , ) ( , )

( , ) ( , ) ,

z x

i kz

A z t A z t
z t x

i mA z t A z t e

 





 



  

   
        
 

        (11) 

и после разделения переменных дает  

( )
( )1

( )
1

1 ,const
x









 
(12) 

а значит 
( )( ) ( )

1
const xC e

    . 

Принимая во внимание, что 
2( )

1 ( ) 1x  , 

имеем 1( )
1

il xe  , где 1l  – произвольная пос-
тоянная. Окончательно, с учетом всех замен, 
уравнение (11) можно переписать в виде: 

( ) ( )
1 1 1

1

( )
1 2 1

1 ( , ) ( , )

( , ) ( , ) .

z x

i kz

A z t il A z t
z t

i mA z t A z t e

 




 

  

  
      
 

(13) 

Используя фазовый сдвиг 
( ) ( )

1 1 1exp( / )x zA A il   , можно из уравнения

(13) исключить левую часть, а параметр m  для
простоты выберем равным единице. Таким об-
разом, получается система уравнений, описы-
вающих неколлинеарное взаимодействие трех
волн в нанокомпозитной среде, то есть в мета-
материале с отрицательным показателем пре-
ломления:
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             (14) 

Рассмотрим стационарный случай, в кото-
ром система уравнений (14) переписывается в 
следующем виде: 

( ) ( )
1 1 2 1

( ) ( )
1 1 2 1

( ) ( )
2 2 2 1 1

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ).

z
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 



  
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 



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 (15) 

После подстановки 2 2( ) exp( )A z a i kz   ,

0/z z x , k   , z  , система уравнений
(15) запишется так

( ) ( )
1 2 1

( ) ( )
1 2 1

( ) ( )
2 2 1 1

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ).

e x ie x e x
x

e x ie x e x
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e x i e x ie x e x
x



  

  

 
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 
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

 



 


 (16) 

Нормировочные амплитуды взаимодейст-
вующих волн определены здесь как

( ) ( )
1 0 1 2 1(1 / ) /A z e    , 2 1 0 2( / )a z e    и 

0z   . 
Если задать длину исследуемого образца как 

l , то необходимо также задать следующие гра-
ничные условия:

( ) ( )
1 10 10 2(0) exp( ), ( ) 0.e e i e l         (17) 

Таким образом, имеем систему дифферен-
циальных уравнений (16), описывающих некол-
линеарную синхронизацию волн в процессе 

ГВГ, с граничными условиями (17), заданными 
на разных концах образца.  

Система уравнений (16) может быть перепи-
сана через амплитуды и фазы, путем постановки 

( ) ( ) ( )
1 1 2 2exp( ), exp( )e u i e i       и после-
дующего разделения на мнимые и веществен-
ные части, в виде:  

 
0

sin ,

sin ,

sin ,

cos ,

(0) ,   v( )=0,  ( )=- 2,

z

z

z

z

u vu
u vu
v u u

vu u vu u u u v

u u l l







  

 

 

 

 

     

 

 

 

 

    



(18) 

где 2 1 1       , 1
  и 2  – фазы волн по-

лей накачки и второй гармоники. 
Наличие общего множителя sin  в уравне-

ниях для полей волн (2.49) означает, что обмен 
энергией между гармониками происходит таким 
образом, что обе фундаментальные волны либо 
одновременно теряют, либо одновременно 
приобретают энергию, то есть обмен энергиями 

между волнами u и u через вторую гармонику
невозможен.  

Система уравнений (18) имеет три первых 
интеграла, среди которых можно выделить соот-
ношения Мэнли-Роу, то есть закон сохранения 
энергии:  

 
 
   

2 2 2
1

2 2 2
2

2 2 2 2
1 2

,

,

,

u v m

u v m

u u m m





 

 

 

  

(19) 

где 1,2 1 ( )m u l .  
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Рассмотрим для начала случай идеальной 
фазовой синхронизации 0  . На рисунке 2 
представлены результаты численного расчета 
интенсивностей падающих волн и волны второй 
гармоники при следующих значениях входных 
амплитуд и длины образца 10 1u   , 10 0.9u  ,

0  , 1l  . Из рисунка видно, что волны на-
качки одновременно передают энергию второй 
гармонике, не взаимодействуя между собой. 

Сплошная кривая – (u+)2, штриховая кривая – (u-)2  
и точечная кривая – v2 

Рисунок 2 – Пространственные профили интенсивностей 
полей волн накачки и второй гармоники при 10 1u   ,

10 0.9u   , 0  , 1l 

На рисунке 3 представлены трехмерные гра-
фики зависимостей интенсивности фундамен-
тальных волн ( )u l  на правом конце образца от 
их значений 0u

  на левом конце. Рисунок 4 ил-
люстрирует зависимость 0u

  от значения интен-
сивности второй гармоники на левом конце об-
разца. Из рисунка видно, что интенсивность 
второй гармоники принимает максимальные 
значения в тот момент, когда амплитуды 0u

  
приблизительно равны, то есть���� � ���. 

Зависимость коэффициента преобразования 
(0) / ( ( ) ( ))K v u l u l    от значений амплитуд 

падающих волн 0u
 представлена на рисунке 5, 

из которого видно, что максимально эффектив-
ное преобразование фундаментальных волн во 
вторую гармонику происходит при ��� � ���. 

Рисунок 3 – Трехмерный график зависимостей входных 
значений амплитуд волн накачки 0u

  от значения интен-

сивности поля на выходе ( )u l

Рисунок 4 – Трехмерный график зависимостей значений 
амплитуд волн накачки от интенсивности волны второй 

гармоники на левом конце образца 
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Рисунок 5 – Зависимость коэффициента преобразования 
от входных значений амплитуд волн накачки 

Заключение 

В заключении можно отметить, что при не-
коллинеарном согласовании фазы в процессе ге-
нерации второй гармоники в метаматериале с 
отрицательным показателем преломления обе 
фундаментальные волны одновременно либо те-
ряют, либо приобретают энергию, то есть обмен 
энергией между ними через вторую гармонику 
невозможен. Тем не менее обмен энергией меж-
ду падающими волнами накачки будет происхо-
дить при учете оптического выпрямления, то 
есть постоянного поля, которое всегда присутс-
твует в процессе генерации второй гармоники. 
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