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THICK BRANE РЕШЕНИЯ  
В МОДИФИЦИРОВАННЫХ ТЕОРИЯХ ГРАВИТАЦИИ 

 
 

В современной теоретической физике активно развивается целый ряд направлений, 
предлагающих описание космологической эволюции в рамках расширенных теорий гравитации. 
В настоящее время общее состояние исследований таково, что на данный момент трудно 
выделить предпочтительные направления, а конкретные подходы имеют разные степени 
разработанности и успеха. Одним из обширных направлений в современной теоретической 
физике является изучение модифицированных теорий гравитации. Их целью является выяснение 
того, как можно описать гравитацию в рамках модифицированной теории так, чтобы не войти в 
противоречие с имеющимися экспериментальными данными, и предложить лучшее описание 
широкого круга явлений в космологии. Подобную программу можно проводить в жизнь и с точки 
зрения проблем квантования теории гравитационного взаимодействия.  

В этой работе рассматривается модель thick brane в 5-мерных модифицированных �(�)��� 
гравитациях. Регулярные асимптотически анти-де Sitter’овские решения содержатся в некотором 
диапазоне значения параметра �. Главная особенность этой модели заключается в сущес-
твовании особой точки в фазовом пространстве, где начинаются все решения, в которой нахо-
дится брана. Существование особой точки позволяет избегать тонкой подстройки модельных 
параметров для получения исследуемых решений.  
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Thick brane solutions in modified theories of gravity 
 

In modern theoretical physics, a number of trends are actively developing, offering a description of 
cosmological evolution within the framework of extended theories of gravity. Currently, the general state 
of research is such that it is currently difficult to identify globally preferred areas, and specific approaches 
have different degrees of development and success. One of their vast areas of modern theoretical physics 
is the study of modified theories of gravity. Its goal is to find out how gravity can be described within 
the framework of a modified theory so as not to contradict existing experimental data and offer a better 
description of a wide range of phenomena in cosmology. Such a program can be implemented from the 
point of view of problems of quantization of the theory of gravitational interaction. 

In this article, the thick brane model is considered in the 5-dimensional modified �(�)��� gravity. 
It is present regular asymptotically anti-de Sitter solutions contain in some range of value of the parameter 
n. The main feature of this model consists in existence of a fixed point in phase space where all solutions 
start and in which is place the brane. Existence of the fixed point allows to avoid thin fine tuning of 
model parameters for obtaining the studied decisions.  
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Модификацияланған гравитациялық теориялардағы брандық шешімдер 
 

Заманауи теориялық физика саласында гравитациялық өзара әрекеттесу теориясы шеңбе-
рінде космостық эволюцияны сипаттайтын әртүрлі бағыттар қарқынды дамуда. Қазіргі уақытта 
әлемге әйгілі бір ғана бағытты ерекшелеу қиындау, керісінше қандайда бір тәсілдер әртүрлі даму 
деңгейіне және табысқа жетуде. Қазіргі заманауи теориялық физиканың кең аумақты бағыт-
тарының бірі – модификацияланған гравитация теориясын зерттеу. Оның мақсаты – гравита-
цияны модификацияланған теория шеңберінде, қолданыстағы тәжірибелік деректерге қайшы 
келмейтіндей сипаттау және космологиядағы кең ауқымды құбылыстардың сипаттамасын ұсыну. 
Мұндай бағдарламаны гравитациялық өзара әрекеттесуді кванттау теориясы тұрғысынан жүзеге 
асыруға болады. 

Бұл жұмыста 5-өлшемді модификацияланған  гравитациясындағы қалың бран моделі 
қарастырылады. Тұрақты асимптотикалық анти-де Sitter шешімдері n параметрінің белгілі бір 
мәндерінің диапазонын қамтиды. Бұл модельдің негізгі ерекшелігі, барлық шешімдер басталатын 
фазалық кеңістікте ерекше бір нүктенің бар болуында, осы аралықта брана да болады. Ерекше 
нүктенің бар болуы зерттелінетін шешімдерді алу үшін модельдік параметрлерді аздап 
ыңғайлаудан құтылуға мүмкіндік береді.  

Түйін сөздер: модификацияланған гравитация теориясы, қалын брана. 
 
 
Введение 
 
Использование общей теории относитель-

ности Эйнштейна в космологических масштабах 
позволяет, с одной стороны, получить рабо-
тающую стандартную космологическую модель, 
но с другой стороны мы вынуждены вводить 
загадочные тёмные сектора в теорию – тёмную 
материю, тёмную энергию, а также изучать фе-
номенологические модели инфляции без пони-
мания фундаментальной природы инфлатона.  

Для последовательного описания настоящей 
Вселенной требуется создание унифицирован-
ной теории элементарных частиц и космологии. 
В настоящее время одним из актуальных иссле-
дований является рассмотрение модели Вселен-
ной в многомерной теории, в которой наш мир 
представляет собой брану в искривленном 5-ти 
мерном пространстве – времени. При этом одна 
координата является временной, а четыре – 
пространственными. Впервые способ объедине-
ния общей теории относительности и теории 
электромагнитного поля Максвелла на основе 
гипотезы о многомерности нашего мира был 
предложен в работах Калуцы и Клейна в 1920 
годах [1,2]. Спустя некоторое время, подобные 
идеи были использованы в унифицированных 
описаниях в четырех известных фундаменталь-
ных взаимодействиях в рамках теории супер-
струн с несколькими дополнительными разме-
рами пространства. В теории суперструн, как и в 
случае теории Калуцы и Клейна, предполагается 

что наше четырехмерное пространство-время 
появляется после спонтанной компактификации 
многомерного пространства. В то же время, 
модели Вселенной с некомпактными (и даже 
бесконечными) дополнительными размерностя-
ми были рассмотрены в работах [3-6]. Согласно 
этой теории предполагается, что мы живем на 
тонкой бране, которая встроена в некоторое 
многомерное пространствах и материя так или 
иначе локализована на бране [4]. Существование 
дополнительных измерений позволяют разре-
шить некоторые проблемы в физике высокой 
энергии, такие проблемы как стабильность про-
тона, иерархия массы и др.  

Браны могут быть разделены на тонкие и 
толстые браны. Тонкие браны имеют дельта-по-
добную локализацию материи на бране [3,4]. С 
реалистической точки зрения, брана должна 
иметь некоторую толщину. Понятие "толщина" 
браны дает новые возможности и новые 
проблемы [7]. Такая брана должна удовлетво-
рять двум главным требованиям: 1) решения 
должны быть регулярными и асимптотически 
плоскими, или de Sitter (анти – de Sitter); 2) обыч-
ная материя должна быть локализована к бране.  

Большинство моделей тонких бран исполь-
зуют скалярные поля в рамках теории грави-
тации Эйнштейна [7]. Однако, можно было бы 
ожидать существование брано-подобных реше-
ний также для некоторых видов модифициро-
ванных теорий гравитаций, называемых теория-
ми гравитаций с высшими производными. В 



Вестник. Серия физическая. №3 (66). 201814

Thick brane решения в модифицированных теориях гравитации

таких теориях действие гравитационного лаг-
ранжиана Эйнштейна – Хилберта дополняется 
дополнительными членами, которые являются 
инвариантами кривизны [8]. Такие модифика-
ции основаны на эффекте взаимодействия полей 
квантовой материи с классическим гравитацион-
ным полем. Это позволяет избежать начальной 
космологической особенности и построить регу-
лярные космологические модели ранней Вселен-
ной [9-11]. Позже было показано, что в такого 
рода моделях может существовать эпоха 
инфляции [13].  

В настоящее время эта возможность широко 
используется для описания настоящего уско-
ренного расширения Вселенной. Это ускорение 
можно объяснить наличием некоторого анти-
гравитационного вещества так называемой тем-
ной энергии. Описание темной энергии также 
может быть реализовано в рамках теории �(�), 
где �(�) – некоторая произвольная функция ска-
лярной кривизны �. Выбирая �(�)���, можно 
показать, что такие модели находятся в хорошем 
согласии с наблюдательными данными [14-16, 
23-26]. С другой стороны, такие теории могут 
быть успешно использованы для описания 
темной материи [27]. В настоящее время также 
рассматриваются теории гравитации с более 
сложными комбинациями инвариантов кривиз-
ны. В частности, в низкоэнергетическом пределе 
М-теории появляется инвариант Гаусса-Боннэ, 
который может быть использован в лагранжиане 
теории гравитации 

 
� � �� − ������� + ����������,  

 
где � – скалярная кривизна; ��� – тензор Риччи; 
����� – тензор кривизны Римана. Это показы-
вает, что такие модели с одной стороны не про-
тиворечат наблюдениям в солнечной системе и с 
другой стороны успешно описывают присут-
ствующее ускоренное расширение Вселенной 
[28,29]. Эти модели могут быть использованы в 
описании эффективных уравнений состояний 
как для эффективной космологической постоян-
ной так, и для динамического случая 
(quintessence, фантом черной энергии), а также 
для описания перехода с одного типа 
(quintessence) темной энергии в другой вид 
(фантомные поля). Также существуют теории, 
которые используют обе теории �(�) и инва-
риант Гаусса-Боннэ для описания темной 
энергии [30].  

Другое использование модифицированной 
теории гравитации содержит рассмотрение кос-
мологических и астрофизических моделей. В 
частности, в статье [31] описывается теория, ко-
торая описывает бранные материи и модели 
черной дыры 

 

� � �����−� ���� + ������� + �����������

+ 1
�� � − � + ��� , 

 
где �� – лагранжиан материи; a, b, c – произ-
вольные константы. Полученные результаты 
позволяют оценить свойства моделей в рамках 
модифицированной теории гравитации с выс-
шими производными. Более того, некоторые ре-
зультаты описывают применение теории грави-
тации с высшими производными для создания 
модели браны мира [32-35]. В частности, в 
статье [36] была рассмотрена модель браны в 
теории �(�) � � + ���. Используя конформ-
ную эквивалентность такой модели гравитации 
и гравитацию Эйнштейна-Хилберта со ска-
лярным источником поля, авторы переписали 
�(�) уравнения в форму уравнений Эйнштейна 
с некоторыми источниками скалярного поля. 
Они показали, что в таких моделях содержатся 
браноподобные решения. Здесь необходимо об-
ратить внимание на то, что использование кон-
формного преобразования, т.е. переход от сис-
темы Джордана к системе Эйнштейна не всегда 
возможно. Например, если там содержатся лю-
бые другие поля материи, то структурные 
преобразования в теории со скалярными полями 
могут привести к неоднозначности [37]. Следо-
вательно, мы предпочитаем изучать модели 
толстых бран без использования этих преобра-
зований. В работах М.Parry [36] рассмотрены 
тонкие браны, в этой статье мы изучаем толстые 
браны в таких �(�) теориях, чтобы увидеть, 
приводит ли это к новым и физически более 
приемлемым результатам. 

 
Уравнения и решения в �(�)��� теории 
 
Мы будем работать в 5-ти мерном прост-

ранстве-времени. Соответствующее гравита-
ционное действие может быть представлено в 
следующей форме  

 
 � � ����√−� �− �

� + �(�)�,           (1) 
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где �(�) произвольная функция скалярной 
кривизны �. Вариация действия по метрике тен-
зора ��� приводит к гравитационному урав-
нению: 

 

 ��� − �
� ���� = ���,                  (2) 

 
где А, В, = 0,1,2,3,5 и  

 

��� = − ����
��� ��� − �

� ���� + (������ −    ������) ���
���

����
�,   (3) 

 
 

определяет эффективный геометрический ис-
точник материи с нетривиальной зависимостью 
от кривизны. Уравнение (2) имеет структуру, 
которая совпадает со стандартными уравнения-
ми общей теории относительности, где источ-
ником гравитационного поля является эффек-
тивный тензор энергии – импульса (3). Можно 
проверить, что закон сохранения момента энер-
гии удовлетворяет условиям в работах [9-12].  

Мы будем рассматривать �(�) в специаль-
ной форме  

 
 �(�) = −���, (4) 

 
где � � 0 и � – постоянные. В [14-16] было 
показано что, можно получить современное 
ускоренное расширение Вселенной, не проти-
воречащее наблюдаемым космологическим дан-
ным с � в некотором диапазоне. Следовательно, 
в этой статье мы можем рассмотреть некоторые 
значения n для модели браны. 

Рассмотрим плоскую модель браны с 
метрикой  

 
 ��� = ���(�)��������� − ���,          (5) 

 
где �, � = 0,1,2,�� функция �(�) зависит только 
от пятой координаты z и метрика Минков-
ского ��� = �1, −1, −1, −1�. Подставляя эту 
метрику в уравнения (2) и (3) получаем урав-
нения модифицированной теории гравитации 

 

� ���
��� + ���

���
�

+ 5� ��
�� = 

 
= �

�������
��� ���

�� + �� �� − �
� � − ����,      (6) 

 
где вводится новая функция � = ��

�� , индекс � 
обозначает производную по отношению к ска-
лярной кривизне �. Уравнение (6) это диффе-
ренциальное уравнение третьего порядка по 
отношению к метрике функции �, а остальные 

компоненты уравнении четвертого порядка. 
Используя выражение для �(�) из (4) можно 
записать уравнение для � в форме  

 

���� − 1
�

����

�� + �5 −
��
2 − 5

�(� − 1)� ����� − 

 

− �
�

���
�

�(���) ��� = ����

����(���) ���� + �
� �������

,   (7) 
 

где штрих обозначает производную по z. 
Заметим, что введение новых переменных �̅ =
��� и �� = �

�
�(���), приводит к тому, что уравнение 

(7) становится независимым от �. Все другие 
решения получены путем масштабирования. 

Можно также увидеть из уравнения (7), что 
первая производная �� может быть нулевой 
только, если одновременно в этой же точке у�� =
0. Как будет показано ниже, существует особая 
точка в фазовой плоскости, где одновременно �� 
и ��� равны 0.  

Из-за нелинейности уравнения (7) мы не 
можем найти аналитическое решение этого 
уравнения, поэтому мы будем искать численные 
решения уравнения (7). Но прежде всего мы 
исследуем качественное поведение решений 
уравнения (7). Для этой цели, мы перепишем 
уравнение (7) как дифференциальное уравнение 
третьего порядка  

 

���� = 1
�

����

�� − �5 −
��
2 − 5

�(� − 1)� ����� + 

 

+ �
�

���
�

�(���) ��� + ����

����(���) ���� + �
� �������

.   (8) 
 
 
Особая точка это точка, в которой 
 

 �� = 0, ��� = 0, ���� = 0.                (9) 
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Для анализа поведения решений в особой 
точке, мы будем искать решение особой точки в 
следующем виде  

 
 � = ��� + ��� − �����,              (10) 

 

где �, � некоторые константы и место поло-
жения особой точки обозначим � = ���. В даль-
нейшем мы положим ��� = 0. Чтобы обеспечить 
конечность всех этих выражений мы должны 
взять � > �. Подставляя эти выражения в третье 
уравнение из (8), мы находим  
 

 

��(� − �)(� − 2) = �
� ��(� − �)� − �5 −

��
� ��

�(���)� ����(� − �)�� − �����+ 

 

+�
�

����
�(���) ������ − ������+ ��

����(���) (��)���(� − �)����� − �����
(���)��(���)

.             (11)  
 
 

Так как � положительное, тогда второй и 
третий члены с правой стороны стремятся к 0 
при � � ���. Четвертый член будет стремится к 
0 если 

 
 �(2 − �) + 2(� − �) > 0.           (12) 

 
Если эти условия будут выполнены, тогда 

пренебрегая членами пропорциональности со 
степенями �� − ����, мы получим из (11)  

 
� − 2 = �

� (� − �), 
 

Откуда  
 � = ����

��� .                         (13) 
 

Используя эти выражения, мы имеем из (12) 
что � должно быть положительное. Согласно 
условию � > �, мы получаем из последнего 
выражения что  

 
 � � � � 2.                          (14) 

 
Таким образом, уравнение (8) имеет регу-

лярные решения только при наличии особой 
точки � (9), в которой уравнение (8) имеет 
особенность типа �� . Эти решения существуют 
только при выполнении условий (13) и (14). 

Численно решая уравнение (8), можно 
получить фазовый портрет уравнения (8) для 
модели с � = � �⁄  (рисунок 1).  

 

 
Рисунок 1 – Фазовый портрет при � = � �, � = �.⁄   
 
 
Асимптотическая форма решения для произ-

вольного � дается выражением 
 

 �� = ��|�|, �� = � ��
������� ����

�
�

�(���)
 .      (15)  

 
Можно видеть, что существует верхняя гра-

ница для параметра �, � � � �⁄ , когда это 
асимптотическое решение является действи-
тельным.  

Существование особой точки позволяет 
расположить брану непосредственно на этой 
точке. На самом деле, когда ищется модель 
толстой браны значение метрической функции 
��обычно выбирается 0 на бране. Такой выбор 
производной позволяет найти симметричные  
 
 
 
 

2 1 1 2
y'

2

4

6

8
y''



ISSN 1563-0315                                       Recent Contributions to Physics. №3 (66). 2018 17

Джунушалиев В.Д. и др.

решения �� [39]. В нашем случае, первая 
производная равна 0 только для особой точки в 
диапазоне параметра � упомянутый выше в (14). 
Однако, решения �� не будут симметричными. 
Это можно увидеть из поведения решений 
вблизи особой точки, которые даются 
выражением (10). Поскольку уравнение (7) не 
зависит от координат �, тогда всегда возможен 
сдвиг позиции особой точки (рассматриваемой 
на бране) в точке ��� = 0 при соответствующем 
преобразовании координаты �.  

Таким образом, как видно из (10) значения 
функции � и ее производных будут зависеть от 
того, где мы находимся, справа или слева от 
особой точки браны. Произвольная постоянная � 
в (10) определяет поведение около особой точки 
и определяет граничные условия особой точки 
для уравнения (7). Поскольку мы ищем 
регулярные решения, то для этого необходимо 
сделать соответствующий выбор � для �� 
определяемое из уравнения (14). Если � четное 
число, то решение будет симметричным по 
отношение к � = 0 (�� − симметричное). В этом 
случае � должно быть положительное c обеих 
сторон браны которое дает регулярное решение. 
С другой стороны, если � нечетное число, то � 
должна иметь различные значения с левой и с 
правой стороны браны (плюс при � � 0 и минус 
при � � 0). Делая только такой выбор знаков, 
решения должны быть регулярные c обеих 
сторон браны. В этом случае очевидно то, что 
решения �� уже не будут симметричными. 
Таким образом, имеется 2 различных прост-
ранства с обеих сторон браны, склеенных на 
бране в особой точке. Но, в противоположность 
тонкой бране, где имеет место разрыв, в нашем 
случае, при рассматриваемой толстой бране, 
метрика и ее производная остаются гладкой 
функцией (рисунок 2, 3).  

 
  

  
Рисунок 2 – Решения при � = � �� � = ��⁄  

 

 
Рисунок 3 – Решения � при � = �� � = �� � = �0. 

 
 
Заключение 
 
Мы рассмотрели модель 5-мерной толстой 

браны в �(�)��� теории. Наше внимание было 
обращено на регулярные решения особой точки 
A (уравнение 9). Это следует из аналитического 
анализа поведения решений в окрестности этой 
точки, так как, такая точка существует только 
при определенных значениях параметра � из (14) 
�� � � � � � �� В этом случае первые три 
производные метрической функции y равны 0, 
что позволяет поместить брану непосредственно 
на особой точке � = ���.  

Интересной особенностью этой модели 
является то, что существование особой точки 
обеспечивает наличие обеих �� – симметричных 
и несимметричных решений. Это зависит от 
значений параметров �. В рассматриваемом слу-
чае, все решения начинаются с окрестности от-
талкивающей особой точки A и стремятся к 
асимптотическому значению. Это позволяет не 
налагать никакие особые условия на параметры 
модели (условия тонкой настройки), которые 
обычно необходимы для других моделей браны 
[39].  

Уравнение (7) допускает регулярные реше-
ния для случая, когда � лежит вне диапазона 
� � � � �� В частности, такие регулярные 
решения без особой точки существуют в случае 
� = � . Этот случай в рамках f(R) теории 
использовался для тонкой браны. В 
окрестности браны (расположенной в точке � =
0) найдено аналогичное поведение 
метрической функции �(�)��� (по сравнению с 
(10) при � = �), однако, встречается при 
некотором конечном значении �. Таким 
образом, модель тонкой браны сильно отли-
чается от модели толстой браны, рассматри-
ваемой в этой статье. Дальнейшим интересным 
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исследованием было бы рассмотрение вопроса 
о существовании толстой браны в пространстве 
– времени анти-де Ситтера с черной дырой. В 
работах [40,41] была рассмотрена модель 
тонкой браны на фоне AdS черной дыры в 
рамках 5-ти мерной Гаусса-Боннэ гравитации. 
Модель тонкой браны, рассмотренная в работе 
[42], описывается лагранжианом с высшими 
производными, содержащим слагаемые  

 
����� � ������� − Λ, 

 

где Λ – космологическая постоянная. Соот-
ветствующие уравнения имеют точные решения 
AdS с черной дырой. В случае � � � это может 
соответствовать AdS пространству – времени с 
черной дырой без браны в �� гравитации плюс 
Λ − слагаемое. Вставка толстой браны в это 
пространство-время и изменение �� на 
�� должно приводить к системе уравнений с 
частными производными в случае космологии 
на бране. Полученное решение толстой браны 
может стать интересной моделью для космо-
логических исследований. 
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