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В работе развивается химическая модель трехкомпонентной пылевой плазмы, состоящей из 
электронов, протонов и пылевых частиц. Концентрация протонов считается фиксированной, а 
поглощение электронов пылинками рассматривается как связанные состояния, определяемые 
работой выхода электронов. Получено выражение для свободной энергии системы, которая 
включает в себя идеальную и неидеальную части. Вклад взаимодействий между частицами 
рассматривается в рамках обобщенного интегро-дифференциального уравнения Больцмана - 
Пуассона, полученного из цепочки уравнений Боголюбова для равновесных функций 
распределения в приближении парных корреляций. Данное уравнение легко решается и 
трансформируется в систему алгебраических уравнений при переходе в Фурье-пространство и 
использования свойств дельта функции. Для проведения численных расчетов были выбраны 
потенциал Кулона в качестве взаимодействия электронов и протонов между собой в отсутствии 
плазменной среды, и идентичный потенциал с поправкой на конечность размеров для 
взаимодействия пылевых частиц. Численный расчет показывает, что свободная энергия 
трехкомпонентной пылевой плазмы является функцией единственного параметра и имеет ярко 
выраженный минимум, что может быть использовано для определения электрического заряда 
пылинок, находящихся в буферной плазме. 
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A chemical model of a three-component dusty plasma 
 

A chemical model of a three-component dusty plasma consisting of electrons, protons, and dust 
particles is developed. The number density of protons is assumed to be fixed, and the absorption of 
electrons by dust particles is considered as bound states, determined by the work function of the 
electrons. An expression is obtained for the free energy of the system, which includes the ideal and 
excess parts. The contribution of interactions between particles is considered in the framework of the 
generalized Poisson-Boltzmann integro-differential equation obtained from the Bogolyubov chain of 
equations for the equilibrium distribution functions in the pair correlation approximation. This equation 
is easily solved and transformed into a system of algebraic equations by using Fourier transformation and 
delta function properties. For perform numerical calculations, the Coulomb potential was chosen as the 
interaction of electrons and protons with each other in the absence of a plasma medium, and an identical 
potential for the interaction of dust particles, corrected for finite size. Numerical calculation show that 
the free energy of a three-component dusty plasma is a function of a single parameter and has a 
pronounced minimum, which can be used to evaluate the electric charge of dust particles immersed into 
a buffer plasma.  
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Үш компонентті тозаңды плазманың химиялық моделі 
 

Электрондар, протондар және тозаң бөлшектерінен тұратын үш компонентті плазманың 
химиялық моделі дамытылуда. Протондардың концентрациясы белгіленген, ал электрондардың 
тозаң бөлшектерімен жұтылуы электрондардың шығу жұмысымен анықталатын байланысқан күй 
ретінде қарастырылады. Идеал және идеал емес құраушылардан тұратын жүйенің бос 
энергиясының өрнегі алынды. Бөлшектердің әсерлесуінің әсері, жұптық әсерлесу жуықтауында 
тепе-теңді таралу функциясы үшін Боголюбов теңдеулер жүйелерінен шыққан жалпыланған 
Больцман - Пуассон интегро-дифференциалдық теңдеулері көмегімен ескерілді. Бұл теңдеу 
фурье-кеңістігіне көшіп, дельта функциясының қасиеттерін пайдаланса оңай шешіліп, 
алгебралық теңдеулер жүйесіне ауысады. Сандық есептеулер жүргізу үшін плазмалық орта жоқ 
кездегі электрондар мен протондардың арасындағы әсерлесу ретінде Кулон потенциалы, және 
тозаң бөлшектерінің әсерлесуінде шектік өлшемді ескеретін ұқсас потенциал таңдалынды. 
Сандық есептеу үш компонентті тозаңды плазманың бос энергиясы бір параметрдің функциясы 
мен минимумы бар екенін және буферлік плазмадағы тозаң бөлшектерінің электр зарядтарын 
анықтау үшін пайдаланылуы мүмкін болтынын көрсетеді. 

Түйін сөздер: тозаңды плазма, өзара келісілген химиялық модель, бос энергия. 
 
 
Введение 
 
На сегодняшний день большой научный 

интерес исследователей вызывает нелинейная и 
многокомпонентная среда – плазма с пылевыми 
частицами твердого тела [1]. Такая среда встре-
чается в различных плазменных установках [2], 
а также в космическом пространстве [3]. 
Наиболее значимыми являются исследования 
пылевых частиц в установках термоядерного 
синтеза с магнитным удержанием, которые 
возникают за счет взаимодействия плазменного 
разряда со стенками [4] и существенно влияют 
на работу термоядерного реактора. 

Известно, что частицы твердого тела (пы-
левые частицы), помещенные в область плаз-
менного разряда, приобретают большой элек-
трический заряд, связанный с поглощением 
заряженных частиц плазмы: электронов и ионов 
[5,6]. Поскольку электроны легче и подвижнее 
чем ионы, заряд пылевых частиц в обычных 
условиях отрицательный и достигает десятков 
тысяч в единицах заряда электрона. Это в свою 
очередь ведет к возникновению сильного элек-
тростатического взаимодействия между части-
цами твердого тела и к изменению свойств плаз-
мы вблизи их поверхности [5-7]. Поэтому 
многие современные работы сфокусированы на 
нахождении электрического заряда или плаваю-
щего потенциала (равновесный потенциал) пы-
линок в плазме. Под «плавающим» понимается 
потенциал, при котором уравновешены потоки 
электронов и ионов на поверхность частицы [8]. 

Для определения заряда и плавающего по-
тенциала пылевой частицы в плазме необходимо 
детально исследовать поток электронов и ионов 
на поверхность пылинки в неоднородном поле 
вокруг частицы. Область действия приповерх-
ностного поля называют плазменным слоем. В 
большинстве случаев предполагается, что ши-
рина этого слоя вблизи пылевой частицы мень-
ше, чем длина свободного пробега электронно-
нейтрального или ионн-нейтрального взаимо-
действия. Это позволяет заключить, что перенос 
заряженных частиц является бесстолкновитель-
ным. Если пренебречь эффектом отдельных ку-
лоновских столкновений по сравнению с кол-
лективными явлениями, то задача сводится к 
решению самосогласованного кинетического 
уравнения Власова для заряженных частиц [9, 
10, 11,12.], которое может быть решено как 
феноменологически [13], так и с использованием 
компьютерного моделирования с помощью ме-
тода частиц в ячейке [14, 16]. Для этого в рамках 
кинетического описания область вблизи по-
верхности частицы разделяется на несколько 
слоев. В плазменном слое электроны и ионы, 
налетающие на поверхность пылевой частицы, 
не взаимодействуют между собой, а вне обо-
лочки рассматривается невозмущенная плазма с 
Максвелловской функцией распределения.  

На сегодняшний день проделано много по-
пыток нахождения заряда пылевых частиц в 
плазме [17-30]. Поскольку процесс зарядки 
пылевой частицы схож с зарядкой диагностичес-
кого зонда, помещенного в разряд, исторически 
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первой работой принято считать труды Мотта-
Смита и Ленгмюра [17]. Позднее были пред-
ложены различные модели, описывающие 
накопление заряда пылевой частицей. Напри-
мер, модель монодисперсных ионов [18], теория 
ограниченного орбитального движения [19-21] и 
модель холодных ионов [22].  

Стандартным и довольно простым подходом 
аналитического описания заряда принято счи-
тать теорию ограниченного орбитального дви-
жения, основанного на законах сохранения 
энергии и момента импульса [23]. В простейшем 
случае она учитывает потоки электронов и 
ионов на пылевую частицу, которые не являются 
единственным механизмом зарядки пылевых 
частиц. В процесс зарядки пылевых частиц 
могут повлиять эффекты, связанные с эмиссией 
вторичных электронов, фотоэлектронов и тер-
моэлектронов [24-25]. Эмиссия электронов от 
поверхности пылинки может привести к умень-
шению отрицательного заряда, изменяя заряд 
вплодь до положительных значений [26,27]. В 
работе [28] рассмотрена термоионная эмиссия с 
максимумом в потенциальной энергии. 

Расчет, основанный на классическом под-
ходе ограниченного орбитального движения, 
дает максимально возможное значение заряда 
пылевой частицы. В реальных экспериментах 
измеренный заряд значительно ниже, что 
связано с некоторыми особенностями процесса 
зарядки пылевой частицы и ограничениями 
самого метода. Дело в том, что теория ограни-
ченного орбитального движения применима 
лишь для случая, когда размеры частиц меньше 
электронной дебаевской длины экранирования 
[29]. Кроме этого предполагается, что пылевая 
частица изолирована в том смысле, что другие 
пылевые частицы не влияют на движения 
налетающих электронов и ионов, что для плот-
ной плазмы естественным образом нарушается. 
Если учесть, что пылевые частицы в плазме 
могут образовать плазменный кристалл с опре-
деленной плотностью упаковки, то становиться 
ясно, что заряд пылевых частиц будет 
несколько меньше, чем для уединенной 
частицы [30-31].  

При высоких давлениях плазмы длина сво-
бодного пробега электронов и ионов стано-
виться меньше чем характерный размер пыле-
вых частиц, и растет вероятность рассеяния 
ионов на нейтральных атомах. Это приводит к 
увеличению ионного потока на пылевую час-
тицу и, следовательно, к уменьшению его заряда 

[32, 33]. С другой стороны, в модели ограничен-
ного орбитального движения не рассматри-
вается плазменный слой вблизи поверхности 
отрицательно заряженной пылевой частицы, 
который активно поглощает низкоэнергичные 
ионы. В литературе этот слой называют погло-
щающим слоем и описывают наличием макси-
мума на кривой эффективной потенциальной 
энергии взаимодействия пылевой частицы с 
заряженными ионами [34]. Из сказанного сле-
дует, что не все ионы могут долететь до 
поверхности пылевой частицы, что повлияет на 
процесс зарядки пылевой частицы.  

Таким образом, ясно, что описание процесса 
зарядки пылевой частицы в рамках теории 
ограниченного орбитального движение является 
не простой задачей и существует множество 
работ, в которых учитываются и другие эффек-
ты. Например, для нахождения потенциала 
больших пылевых частиц построены модифици-
рованные модели пылевых частиц в тлеющем 
разряде, а при расчетах предполагалось, что 
электроны имеют немаксвелловскую функцию 
распределения, например, функцию распреде-
ления Дрювестейна [35].  

В данной работе были произведены теорети-
ческие расчеты термодинамического состояния 
пылевой плазмы на основе самосогласованной 
химической модели, которая часто используется 
для описания свойств частично ионизованной 
плазмы [36]. В рамках предлагаемой модели 
рассматривается полностью ионизованная водо-
родная плазма с пылевыми отрицательно заря-
женными частицами [37]. 

 
Безразмерные параметры 
 
В дальнейшем предполагается, что пылевая 

плазма содержит три сорта частиц: электронов с 
концентрацией ne, массой me и электрическим 
зарядом –е; протонов с концентрацией nр, массой 
mр и зарядом e, а также пылевых частиц с кон-
центрацией nd, массой md и зарядом Ze. 
Существенно, что в целом плазма предпола-
гается локально квазинейтральной так, что 
выполняется условие:  

 
e p dn n Zn  ,                       (1) 

 
или в безразмерном виде  

 
1 Z   ,                        (2) 
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где /e pn n   и /d pn n  . 
Для описания состояния буферной плазмы 

удобно ввести параметр связи, который 
выражает степень ее неидеальности и 
представляет собой отношение средней энергии 
кулоновского взаимодействия протонов к их 
энергии теплового движения: 

 
2

p b

e
a k T

  .                         (3) 

 
где kb  – постоянная Больцмана, T – температура 
среды, 3 3 / 4р pa n  – среднее расстояние 
между протонами. 

Число протонов в единице объема 
характеризуется безразмерным параметром 
плотности 

p
s

B

a
r

a
 ,                            (4) 

 
где 2 2/B ea m e   – первый боровский радиус, а 
  – постоянная Планка. 

Пылевая компонента для простоты предпо-
лагается монодисперсной, то есть все пылевые 
частицы представляются твердыми сферами 
радиусом R, а материал характеризуется неко-
торой работой выхода электронов W. Конеч-
ность размеров пылевых частиц определяется 
параметром 

dad
R

 ,                               (5) 

 
3 3 / 4d da n  – среднее расстояние между 

пылинками в плазме. 
 
Идеальная часть свободной энергии  
 
Из курса статистической физики систем, 

состоянщих из многих частиц, известно, что в 
приближении идеального газа выражение для 
свободной энергии трехкомпонентной пылевой 
плазмы имеет вид: 

 

3

3 3

2ln

ln ln .

id e B
e e

d
p d

d
B B

p dp

eF n k T
n

een k T n k T
n

V

V V
n



 

 
  

 
   

        



 (6) 

 
где V – объем системы, 2 1/2(2 / )a a Bm k T    – 
тепловая длина волны де Бройля частиц сорта a, 
а статистическа сумма Σd описывает связанные 
состояния пылинки и электронов. 

Для определения Σd используется представ-
ление о том, что пылинка представляет собой 
потенциальную яму для электронов, глубина 
которой определяется работой выхода. Пусть 
пылинка поглотила Z электронов, тогда их 
энергия связи будет равна ZA, где A – работа 
выхода. Кроме этого, поглощенные электроны 
будут создавать в окружающем пространстве 
электрическое поле, энергия которого легко 
вычисляется и равна Z2e2 / 2R, а значит статисти-
ческая сумма примет следующий вид: 

 
2 2

exp
2d

B B

ZA Z e
k T Rk T

 
   

 
.              (7) 

 
В нашей модели пылевая частица может, как 

поглощать, так и испускать электроны вслед-
ствие электронной эмиссии, но формула (7) при 
этом сохраняет свой вид.  

 
Неидеальная часть свободной энергии  
 
Выражение для свободной энергии (6) спра-

ведливо при полном пренебрежении взаимодей-
ствием в системе, что не всегда справедливо, так 
как заряд пылевых частиц может достигать 
значительных величин. Для учета корреляций 
воспользуемся разработанной ранее самосогла-
сованной химической моделью, которая успеш-
но описывает ионизационное равновесие в час-
тично ионизованной водородной плазме. Неи-
деальная часть свободной энергии в случае трех-
компонентной пылевой плазмы, состоящей из 
электронов, протонов и пылинок принимает вид: 
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В формуле (8) фурье-образы микропотен-
циалов взаимодействия между компонентами 

пылевой плазмы определяются с помощью 
выражений 

 
2

2

4( ) ( ) ( )ee pp ep
ek k k

k
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где 
cosCi( )

x

tx dt
t



   и 
0

sinSi( )
x tx dt

t
   − 

интегральный косинус и синус соответственно.  

Фурье-образы макропотенциалов взаимо-
действия определяются из решения цепочки 
уравнений Боголюбова в приближении парных 
корреляций и имеют вид 
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Здесь / ,c c BA n k T  а ab  – символ 
Кронекера. 

 
Результаты и обсуждения 
 
Свободная энергия всей пылевой плазмы 

представляет собой сумму идеальной (6) и 
неидеальной (8) частей 

 
id excF F F  ,                     (14) 

 

которая, при фиксированной концентрации 
пылевых частиц, протонов и температуре, 
зависит от единственного параметра, например, 
от числа электронов в плазме или заряда 
пылевых частиц.   

На рисунках 1 и 2 представлены графики 
зависимости свободной энергии трехкомпо-
нентной пылевой плазмы от параметра  . Как 
видно из кривых, свободная энергия рассмат-
риваемой системы имеет локальный минимум, 
соответсвующий устойчивому термодинами-
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ческому равновесию для ансамбля, и может при-
нимать как отрицательные, так и положительные 
значения. С увеличением концентрации острота 
минимума снижается, так как при этом падает 
заряд пылевых частиц и, соответственно, умень-
шается их вклад в свободную энергию всей 
системы. Вполне аналогичная картина наблю-
дается с ростом параметра размера , увели-
чение которого фактически приводит к умень-
шению концентрации пылевых частиц в плазме.   

 
 

 
Рисунок 1 – Зависимость свободной энергии F/NpkBT, 

где Np – полное число протонов в системе,  от 
параметра α при rs = 3000, Г = 0.01, d = 50, W = 3 эB. 
Сплошная линия – γ = 0.0001; пунктирная линия - γ = 

0.0003, точечная линяя – γ = 0.0005. 
 
 

 
Рисунок 2 – Зависимость свободной энергии F/NpkBT,  

где Np  – полное число протонов в системе,   
от параметра α  при rs = 3000, Г = 0.01, W = 3 эB,  

γ = 0.0001. Сплошная линия – d = 25;  
пунктирная – d = 50; точечная линия – d = 75

 
 
На рисунквх 3 и 4 представлено сравнение 

идеальной и полной свободной энергии трех-
компонентной пылевой плазмы при различных 
значениях безразмерных параметров. Из рисун-
ка заметно, что вклад межчастичных взаимо-
действий в свободную энергию практически не 
заметен при 1  , так как в соответствии с (2) 

пылевые частицы оказываются практически не 
заряженными. Наоборот, при существенном от-
клонении параметра   от единицы, пылевые 
частицы приобретают существенный электри-
ческий заряд, что приводит к сильному откло-
нению величины полной свободной энергии от 
идеальной.  

Из анализа кривых также можно сделать вы-
вод о том, что при больших значениях параметра 
связи Г, корреляционные эффекты менее значи-
тельно влияют на положения минимума сво-
бодной энергии. С физической точки зрения это 
связано с тем, что с увеличением параметра свя-
зи уменьшается температура системы, а это при-
водит к снижению термоэлектронной эмиссии 
от пылевых частиц в плазму и снижению их 
заряда.   

 
 

Рисунок 3 – Зависимость свободной энергии F/NpkBT,  
где Np  – полное число протонов в системе,   

от параметра α  при rs = 3000, Г = 0.0001, d = 50,  
W = 3 эB, γ = 0.0001. Сплошная линия –   

полная свободная энергия с учетом взаимодействия; 
пунктирная линия – идеальная часть  

свободной энергии 
 

Рисунок 4 – Зависимость свободной энергии F/NpkBT,  
где Np  – полное число протонов в системе,   
от параметра α  при rs = 3000, Г = 0.01, d = 50,  

W = 3 эB, γ = 0.0001. Сплошная линия –  полная 
свободная энергия с учетом взаимодействия; 

пунктирная линия – идеальная часть 
 свободной энергии 
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Заключение 
 
В данной работе на основе самосогласо-

ванной химической модели проанализирована 
зависимость свободной энергии от различных 
параметров трехкомпонентной пылевой плазмы. 
Поглощение или испускание электронов пы-
левой частицей рассматривается как ее связан-
ные состояния, что позволило определить внут-
реннюю статистическую сумму заряженной 
пылинки, которая также включает в себя энер-
гию создаваемого кулоновского поля.  

Свободная энергия пылевой плазмы вычис-
ляется как сумма идеальной и неидеальной 
частей. В последней корректно учтены взаи-
модействия между компонентами пылевой плаз-
мы без предположения о их независимом вкладе, 
что особенно просто осуществимо в рамках 
решения обобщенного уравнения Больцмана-

Пуассона, полученного из цепочки уравнений 
Боголюбова в приближении парных корреляций. 

Численные расчеты показали, что взаимо-
действие между частицами существенно влияет 
на термодинамическое равновесие при малень-
ких значениях параметра связи Г, когда эмиссия 
электронов с поверхности пылевых частиц резко 
возрастает и увеличивается их заряд. Это в свою 
очередь сильно меняет вклад межчастичных 
взаимодействий в свободную энергию трехком-
понентной пылевой плазмы.  

Следует отметить, что существование ло-
кального минимума свободной энергии дает воз-
можность определить стационарный заряд 
пылевых частиц путем ее минимизации при 
постоянной концентрации протонов.  

Работа выполнена по программе грантового 
финансирования Комитета Науки МОН РК, 
ИРН проекта АР05132677 
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