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Срав не ние ме то да ин тег раль ных урав не ний с ре зуль та та ми 
Мон те-Кар ло мо де ли ро ва ния для ра ди аль ных функ ций 

расп ре де ле ния час тиц в пы ле вой плаз ме

Предс тав лен ори ги наль ный под ход для по лу че ния псев до по тен циаль ной мо де ли взаимо дей-
ст вия меж ду пы ле вы ми час ти ца ми, ко то рая од нов ре мен но учи ты вает ипо ля ри за цию, ко неч ность 
раз ме ров и эф фект эк ра ни ров ки по ля. Расс мот ре ние на чи нает ся с пред по ло же ния, что пы ле вые 
час ти цы яв ляют ся твер ды ми про во дя щи ми ша ра ми, так что их взаимо дей ст вие меж ду со бой и 
взаимо дей ст вие с элект ро на ми и иона ми бу фер ной плаз мы мо жет быть ана ли ти чес ки ин те рп ре-
ти ро ва но в рам ках ме то да элект рос та ти чес ких изоб ра же ний. Пос ле это го теория пе ре нор ми ров ки 
взаимо дей ст вия час тиц в плаз ме, при во дя щая к так на зы ваемо му обоб щен но му урав не нию Пуас-
со на-Боль цма на, при ме няет ся для пост рое ния по тен циала взаимо дей ст вия двух изо ли ро ван ных 
пы ле вых час тиц, на хо дя щих ся в бу фер ный плаз мы элект ро нов и ио нов. В даль нейшем урав не ние 
Орнш тей на-Цер ни ке в ги пер цеп ном приб ли же нии ре шает ся чис лен но и изу чает ся по ве де ние ра-
ди аль ных функ ций расп ре де ле ния пы ли нок. При этом сис те ма твер дых ша ри ков фак ти чес ки под-
ме няет ся сис те мой то чеч ных за ря дов с не ко то рой эф фек тив ной кон цент ра цией, по лу чен ной пу тем 
вве де ния поп рав ки Ван-дер-Ваальса. Про ве де но пря мое срав не ние с ре зуль та та ми Мон те-Кар ло 
мо де ли ро ва ния и най де но дос та точ но хо ро шее сог ла сие для ра ди аль ной функ ции расп ре де ле ния 
при от но си тель но вы со ких зна че ниях па ра мет ра свя зи пы ле вых час тиц.

Клю че вые сло ва: пы ле вая плаз ма, эф фек ты эк ра ни ров ки, по ля ри за ция, мо дель взаимо дей-
ст вия час тиц, ра ди альные функ ции расп ре де ле ния, ин тег ральное урав не ние Орнш тей на-Цер ни ке, 
ме тод Мон те-Кар ло.

A.E. Davletov, L.T. Yerimbetova, A. Kissan, I.R. Gabitov
Comparison of the integral equation method with the results of Monte Carlo 

simulations for the radial distribution functions of particles in dusty plasmas

An original approach is proposed for the pseudopotential model of interaction between dust 
particles, which simultaneously takes into account their polarization, finite dimension and the screening 
phenomenon due to buffer plasma particles. The derivation starts from the assumption that the dust 
particles are conductive hard balls, so that their interaction and the interaction with the electrons and ions 
of the buffer plasma can be analytically interpreted in the framework of the charge image method. After 
that, the renormalization theory of the plasma particles interaction, leading to the so-called generalized 
Poisson-Boltzmann equation, is utilized to construct the interaction potential of two isolated dust grains 
in the buffer plasma of electrons and ions. Then, the Ornstein-Zernike relation in the hypernetted chain 
approximation is numerically solved and behavior of the radial distribution function of dust grains is 
regularly studied. The idea of consistent treatment of finite size effects demands that the system of hard 
spheres should actually be replaced by a system of point charges with some effective number density 
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Вве де ние

В нас тоящее вре мя так на зы ваемые силь но 
свя зан ные ку ло но вс кие сис те мы все еще прив-
ле кают ог ром ный ин те рес уче ных в об лас ти фи-
зи ки плаз мы, так как они вс тре чают ся на са мых 
раз лич ных масш та бах, от на но тех но ло гиии ло-
ву шек Пен нин га до аст ро фи зи чес ких объек тов. 
Од на об щая чер та, ко то рая объеди няет все эти 
раз нооб раз ные сис те мы, – это силь ное меж час-
тич ное взаимо дей ст вие, обус лов лен ное даль но-
дей ст вующи ми ку ло но вс ки ми си ла ми, при во дя-
щи ми к ши ро ко из ве ст ным труд нос тям в теоре-
ти чес ком опи са нии да же рав но вес ных свой ств 
плаз мен ной сре ды. Та ким об ра зом,  стано вит ся 
оче вид ным, что все раз нооб ра зие силь но свя-
зан ных ку ло но вс ких сис тем нель зя ох ва тить 
с по мощью ка ко го-то од но го единст вен но го 
теоре ти чес ко го под хо да. Бо лее то го, при хо дит ся 
ис поль зо вать весь ар се нал ап па ра та теоре ти чес-
кой фи зи ки и ме то ды ком пью тер но го мо де ли-
ро ва ния для опи са ния все го спект ра про цес сов, 
проис хо дя щих в та ких прин ци пи ально раз лич-
ных ус ло виях.

Пы ле вая плаз ма за ни мает осо бое мес то сре-
ди силь но свя зан ных ку ло но вс ких сис тем, так 
как она с фун да мен таль ной точ ки зре ния предс-
тав ляет со бой клас си чес кую сис те му, по ве де ние 
ко то рой мо жет быть изу че но с по мощью обыч-
ной ви де ока ме ры в дос та точ но стан дарт ных 
установ ках га зо во го раз ря да. С дру гой сто ро ны, 
это поз во ляет про тес ти ро вать раз ра бо тан ные в 
пос лед ние де ся ти ле тия теоре ти чес кие под хо ды 
к исс ле до ва нию неидеаль ных сис тем и про лить 
свет на то, ка кой эф фект имеет силь ное меж час-
тич ное взаимо дей ст вие на тер мо ди на ми чес кие 
и транс порт ные свой ст ва плаз мы. До нас тояще-
го вре ме ни поч ти все исс ле до ва ния пы ле вой 
плаз мы, так или ина че, ис поль зо ва ли по тен циал 
взаимо дей ст вия час тиц в фор ме Юка вы для опи-
са ния взаимо дей ст вия меж ду пы ле вы ми час ти-
ца ми.  При этом неяв но пред по ла гает ся, что пы-
лин ки предс тав ляют со бой то чеч ные час ти цы, а 
это не всег да яв ляет ся сп ра вед ли вым, осо бен но 
при уве ли че нии их кон цент ра ции. Глав ная цель 
это го проек та как раз и сос тоит в том, что бы 
устано вить влия ние ко неч нос ти раз ме ров пы ле -

in which the van der Waals correction is thoroughly introduced. A direct comparison with the results of 
Monte Carlo simulations is made and fairly good agreement is found for the radial distribution function at 
relatively high values of the dust coupling parameter.

Key words: Dusty plasma, screening effects, polarization, model of particle interaction, radial 
distribution function, Ornstein–Zernike equation, Monte Carlo method.

А.Е. Дав ле тов, Л.Т. Ерім бе то ва, А. Қи сан, И.Р. Габитов
То заң ды плаз ма да ғы бөл шек тер дің ра ди ал ды та ра лу функ циясы на 
ар нал ған ин тег рал дық тең деу лер әді сін Мон те-Кар ло мо дел деуі нің 

нә ти же ле рі мен са лыс ты ру 

Бір уа қыт та по ля ри за ция мен өл шем дер дің шек ті лі гін жә не өріс тің эк ран да лу эф фек ті сін ес-
ке ре тін, то заң бөл шек тер ара сын да ғы өза ра әсер ле суінің псев до по тен циал дық мо де лін алу ға 
ар нал ған төл ту ма тә сіл ұсы ныл ған. Бұл қа рас ты ру да, ал ды мен, то заң бөл шек тер қат ты өт кіз гіш 
шар лар бо лып та бы ла ды деп жо ра мал да на ды. Сон дық тан, олар дың бір-бі рі мен жә не бу фер лік 
плаз ма ның элект рон да ры мен жә не ион да ры мен әсер ле суін элект рос та ти ка лық кес кін деу әді-
сі ар қы лы ана ли ти ка лық жол мен тү сін ді ру ге бо ла ды. Осы дан кейін, элект рон дар мен ион дар-
дың бу фер лік плаз ма сын да ғы оқ шаулан ған екі то заң бөл шек тің өза ра әсер ле су по тен циа лын 
жа сауға плаз ма да ғы бөл шек тер дің өза ра әсер ле суін қайта нор ма лау теориясы қол да ны ла ды. 
Бұл жал пы лан ған Пуас сон-Больцман тең деуіне әке ле ді. Әрі қа рай, ги пер-тіз бек тік жуық тауда-
ғы Орнш тейн-Цер ни ке тең деуі сан дық әдіс пен ше ші ле ді жә не то заң дар дың ра ди ал ды та ра лу 
функ циясы зерт те ле ді. Со ны мен бір ге, қат ты шар лар дың жүйесі іс жү зін де Ван-дер-Ваальс тү-
зе ту ле рін ен гі зу ар қы лы алын ған, қан дай да бір тиім ді кон цент ра циясы бар нүк те лік за ряд тар 
жүйесі не ауыс ты ры ла ды. Мон те-Кар ло мо дел деуі нің нә ти же ле рі мен ті ке лей са лыс ты ры лу лар 
жүр гі зіл ді жә не то заң бөл шек тер бай ла ныс па ра мет рі нің са лыс тыр ма лы жо ға ры мән де рін де 
ра ди ал ды та ра лу функ циясы мен жақ сы үйле сім ді лік та был ды.

Түйін сөз дер: То заң ды плаз ма, эк ран да лу эф фек ті сі, по ля ри за ция, бөл шек тер дің өза ра 
әсер ле су мо де лі, ра ди ал ды та ра лу функ циясы, Орнш тейн-Цер ни ке ин тег рал дық тең деуі, Мон-
те-Кар ло әді сі.
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раз ря дас ис поль зо ва нием идей ди на ми ки Лан-
же ве на.

На ри сун ках 1 и 2 по ка за ны по тен циалы 
взаимо дей ст вия двух изо ли ро ван ных пы ле вых 
час тиц, на хо дя щих ся в бу фер ной плаз ме во до ро-
да. При этом расс мат ри вают ся два раз лич ных слу-
чая. Пер вый соот ве тс твует уче ту яв ле ния по ля ри-
за ции, тог да как вто рой пол ностью пре неб ре гает 
ими. Как и сле до ва ло ожи дать, элект рос та ти чес кая 
ин дук ция при во дит к ос лаб ле нию взаимо дей ст вия 
пы ли нок, так как она вы зы вает но вый ме ха низм 
при тя же ния меж ду ни ми. Еще один факт, ко то рый 
оче ви ден из ана ли за обеих ри сун ков, это то, что 
учет ко неч ных раз ме ров су ще ст вен но ос лаб ляет 
взаимо дей ст вие меж ду пы ле вы ми час ти ца ми.

Сле дует от ме тить, что яв ле ние эк ра ни ров ки 
вво дит ся пу тем ис поль зо ва ния про це ду ры пе ре нор-
ми ров ки взаимо дей ст вия час тиц плаз мы. Дей ст ви-
тель но, час ти цы пы ли имеют от ри ца тель ный за ряд, 
а зна чит, они от тал ки вают элект ро ны и при тя ги вают 
про то ны, что при во дит к об ра зо ва нию по ло жи тель-
но за ря жен ных «об ла ков» вок руг них. Та кие об ла ка 
появ ляют ся по то му, что плот ность ве роят нос ти на-
хож де ния про то нов на не ко то ром расс тоя нии от пы-
ле вой час ти цы вы ше, чем соот ве тс твующая плот-
ность ве роят нос ти для элект ро на. Мак си мум плот-
нос ти ве роят нос ти ле жит пря мо меж ду пы ле вы ми 
час ти ца ми и по ло жи тель но за ря жен ные об ла ка мо-
гут иг рать ту же роль, что и спа рен ные элект ро ны в 
об ра зо ва нии ко ва ле нт ных свя зей в мо ле ку лах.

Ри су нок 1 – По тен циал взаимо дей ст вия двух изо ли ро ван ных пы ле вых час тиц с уче том по ля ри за ци он ных 
эф фек тов  в плаз ме с па ра мет ра ми 0.2  , 5P   и 4  . Сп лош ная ли ния: 2D  ; шт ри хо ван ная ли ния:

 5D  ; то чеч ная ли ния: 8D 

Ри су нок 2 – По тен циал взаимо дей ст вия двух изо ли ро ван ных пы ле вых час тиц без уче та по ля ри за ци он ных 
эф фек тов  в плаз ме с па ра мет ра ми 0.2  , 5P   и 4  . Сп лош ная ли ния: 2D  ; шт ри хо ван ная ли ния:

 5D  ; то чеч ная ли ния: 8D 
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Ра ди альные функ ции расп ре де ле ния пы-
ле вой плаз мы

Уже бы ло под черк ну то в пре ды ду щем раз-
де ле, что ны неш нее расс мот ре ние, по су ще ст ву, 
вы те кает из по ни ма ния то го, что сис те ма из ме-
тал ли чес ких твер дых ша ри ков долж на быть за-
ме не на сис те мой то чеч ных за ря дов. Это имеет 
не пос редст вен ное влия ние на взаимо дей ст вие 
меж ду дву мя конк рет ны ми пы лин ка ми, так как, 
ес ли плот ность час тиц пы ли останет ся неиз мен-
ной, то сред няя энер гия взаимо дей ст вия неиз-
беж но умень шится, пос кольку расс тоя ние меж ду 
пы ле вы ми час ти ца ми те перь отс чи ты вает ся от 
их по ве рх нос ти. Та ким об ра зом, в кон цент ра цию 
пы ле вых час тиц долж на быть вве де на поп рав ка 
для то го, что бы сред няя энер гия взаимо дей ст вия 
ос та лась преж ней, что мо жет быть дос тиг ну то 
ис поль зо ва нием идей Ван-дер-Ваальса, ко то рый 
ввел свою зна ме ни тую поп рав ку на ко неч ность 
раз ме ров ато мов в урав не ние сос тоя ния идеально-
го га за. В част нос ти, эф фек тив ная кон цент ра ция 
час тиц пы ли eff

dn  при ни мает сле дующий вид:

341
3

eff d
d

d

nn
n R






(17)

Здесь / 18   обоз на чает па ра метр упа ков ки 
для гек са го наль ной ре шет ки твер дых ша ри ков, ко-
то рая счи тает ся са мой ком пакт ной из всех воз мож-
ных упа ко вок в теории кон ден си ро ван ных сред. 
Идея сос тоит в том, что бы расс мат ри вать толь ко 
объем, дос туп ный для пы ле вых час тиц, так что пы-
лин ки долж ны пол ностью по те рять под виж нос ть, 
ког да упа ков ка  станет са мой ком пакт ной и расс-

тоя ние меж ду по ве рх нос тя ми двух смеж ных час-
тиц пы ли умень шится до ну ля. В этом слу чае эф-
фек тив ная кон цент ра ция час тиц пы ли ока зы вает ся 
бес ко неч ной и реальное сред нее расс тоя ние меж ду 
ни ми  стано вит ся рав ным 2R как и долж но быть.

 Ни кон цент ра ция час тиц пы ли, ни его эф фек-
тив ный ана лог не вхо дит в по тен циал взаимо дей-
ст вия (15) и (16), ко то рый в дей ст ви тель ности 
предс тав ляет со бой энер гию взаимо дей ст вия двух 
изо ли ро ван ных пы ли нок, чья эк ра ни ров ка осу-
ще ст вляет ся элект ро на ми и про то на ми бу фер ной 
плаз мы. Поэто му впол не оп рав да но даль нейшее 
ис поль зо ва ние пост роен но го эф фек тив но го по тен-
циала в хо ро шо апп ро би ро ван ных теоре ти чес ких 
под хо дах и ме то дах ком пью тер но го мо де ли ро ва-
ния, так или ина че учи ты вающих кол лек тив ные 
яв ле ния для час тиц пы ли, как это обыч но де лает ся 
в од но ком по не нт ной сис те ме. Од ним из на деж ных 
ме то дов изу че ния кор ре ля ци он ных функ ций сис-
те мы яв ляет ся ме тод ин тег раль ных урав не ний [12, 
13]. В част нос ти, чис лен но ре ша лось урав не ние 
Орнш тей на-Цер ни ке в ги пер цеп ном приб ли же нии 
с эф фек тив ной кон цент ра цией пы ли нок, вве ден-
ной вы ше. Бы ли по лу че ны ра ди альные функ ции 
расп ре де ле ния пы ле вых час тиц, чье не мо но тон ное 
по ве де ние по ка за но на ри сун ках 3 и 4 де мо нс три-
рует фор ми ро ва ние ближ не го или да же даль не го 
по ряд ка в сис те ме. На тех же ри сун ках при ве де но 
срав не ние с ре зуль та та ми мо де ли ро ва ния ме то дом 
Мон те-Кар ло с тем же по тен циа лом взаимо дей ст-
вия меж ду пы лин ка ми и об на ру же но очень хо ро-
шее сог ла сие для дос та точ но боль ших зна че ний 
па ра мет ра свя зи пы ле вых час тиц. Ана ло гич ное 
по ве де ние кор ре ля ци он ных функ ций расп ре де ле-
ния бы ло про де мо нс три ро ва но в [14-16].

Ри су нок 3 – Ра ди альная функ ция расп ре де ле ния пы ле вой плаз мы при 0.2  , 5P  , 4  и 2D  , по лу чен ная ре ше-
нием урав не ния Орнш тей на-Цер ни ке в ги пер цеп ном приб ли же нии. Сп лош ная ли ния: без уче та эф фек тов по ля ри за ции; 

шт ри хо вая ли ния: с уче том эф фек тов по ля ри за ции; кру ги: ре зуль та ты мо де ли ро ва ния ме то дом Мон те-Кар ло
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Зак лю че ние
В этой статье изу че ны кор ре ля ци он ные 

функ ции пы ле вых час тиц на ос но ве пред ло-
жен ной ори ги наль ной мо де ли взаимо дей ст вия, 
учи ты вающей яв ле ние по ля ри за ции, ко неч-
ность раз ме ров пы ли нок и эк ра ни ров ку час ти-
ца ми бу фер ной плаз мы. Пы лин ки счи тают ся 
ме тал ли чес ки ми твер ды ми ша ра ми, а эф фек ты 
по ля ри за ции учи ты вают ся ме то дом элект рос та-
ти чес ко го изоб ра же ния. За тем бы ло при ме не но 
обоб щен ное урав не ние Пуас со на-Боль цма на 
для над ле жа ще го уче та яв ле ния эк ра ни ров-
ки элект ри чес ко го по ля. Ос нов ная идея этой 
статьи зак лю чает ся в за ме не сис те мы твер дых 
ша ров сис те мой то чеч ных час тиц с над ле жа-
щим об ра зом вве ден ной эф фек тив ной кон цент-
ра цией, как это обыч но де лает ся в урав не нии 
Ван-дер-Ваальса реаль ных га зов. Пос ле это го 
ите ра ци он ным ме то дом ре ша лось урав не ние 
Орнш тейн-Зер ни ке в ги пер цеп ном приб ли же-
нии с эф фек тив ной кон цент ра цией пы ли нок и 
бы ло об на ру же но появ ле ние яр ко вы ра жен ных 

мак си му мов и ми ни му мов на кри вой ра ди аль-
ной функ ции расп ре де ле ния, что сви де тель ст-
вует об об ра зо ва нии ближ не го или да же даль-
не го по ряд ка в сис те ме.

На ос но ва нии вы шеука зан ных ре зуль та тов 
мож но сде лать вы вод, что по ля ри за ци он ные 
эф фек ты ос лаб ляют взаимо дей ст вие меж ду пы-
лин ка ми по срав не нию сос лу чае уче та толь ко 
ко неч нос ти раз ме ров, что прояв ляет ся в сни-
же нии соот ве тс твую щих пи ков на кри вых кор-
ре ля ци он ных функ ций и их сд ви гом в сто ро ну 
мень ших зна че ний расс тоя ния. Мо де ли ро ва ние 
ме то дом Мон те-Кар ло по ка за ло удов лет во ри-
тель ное сог ла сие для ра ди аль ной функ ции расп-
ре де ле ния при от но си тель но вы со ких зна че ниях 
па ра мет ра свя зи пы ли.

Бла го дар нос ти
Ав то ры вы ра жают бла го дар ность Ми нис-

терс тву об ра зо ва ния и нау ки Рес пуб ли ки Ка за-
хс тан за под дер жу про ве ден ных исс ле до ва ний в 
рам ках гран та ГФ1129.

Ри су нок 4 – Ра ди альная функ ция расп ре де ле ния пы ле вой плаз мы при 0.2  , 5P  , 4   и 8D  , по лу чен ная ре ше-
нием урав не ния Орнш тей на-Цер ни ке в ги пер цеп ном приб ли же нии. Сп лош ная ли ния: без уче та эф фек тов по ля ри за ции; 

шт ри хо вая ли ния: с уче том эф фек тов по ля ри за ции; кру ги: ре зуль та ты мо де ли ро ва ния ме то дом Мон те-Кар ло
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