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Оболочно-парная модель 
ротационных состояний ядер

Важной и интересной задачей теории ядра является описать 
коллективные моды многонуклонных систем посредством фер-
мионных степеней свободы в них. Но точное оболочечно-модель-
ное объяснение их природы остается очень сложной задачей. 
Поэтому приходится использовать некоторые методы обрезания 
такого гигантского пространства так, чтобы вычисления внутри об-
резанного пространства стали удобными и в тоже время реалисти-
ческими. В данной работе мы применили нуклонно-парная оболо-
чечная модель к реальным ротационным ядрам, в частности к двум 
изотопам эрбия и иттербия: 162Er, 164Yb. Вычисленные спектры ос-
новных и –, – ротационных полос, находятся в удовлетворитель-
ном согласии с экспериментальными их величинами. С помощью 
найденных волновых функций вычислены величины вероятности E2 
– переходов между состояниями.

Ключевые слова: фермион, бозон, нуклон, ядро, ядерные сос-
тояния, ядерный реакции, гамильтониан, матричные элементы. 
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A shell-model of pair rotational
states of nuclei

An important and interesting task of the theory of the nucleus is to 
describe the collective modes nucleon systems by fermion degrees of
freedom in them. But the exact shell-model explanation of their nature 
remains very an intricate problem. Therefore it is necessary to use some 
methods of circumcision such a huge space so that calculations within
the cropped area became comfortable and at the same time realistic. In 
this work we applied SD nucleon-pair shell model to the real rotational 
nuclei, in particular to the two isotopes of ytterbium and erbium: 162Er, 
164Yb. The calculated spectra of the main and –, – rotational bands are 
in satisfactory agreement with the experimental values of parameters. 
We used the wave functions to calculate the value of probability E2 –
transitions between states. 

Key words: fermion, boson, nucleon, nucleus, nuclear states, nuclear 
reactions, the Hamiltonian, matrix elements. 
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Ядроның ротациялық күйінің
қосақтық қабықша моделі

Ядролық жүйелердегі коллективтік қозу күйлерін фермиондық
кеңістікте зерттеп түсіндірудің маңызы үлкен. Бірақ, бұл мәселені 
шексіз үлкен нуклондық қабықша моделінде шешу өте күрделі. 
Сондықтан мұндай үлкен кеңістікті есептеуге қолайлы болатын ық-
шамды түрде кесілген кеңістікке кескіндеу керек. Кесілген, ықшам-
далған кеңістікте теорияны реалды жүйелерге қолдану әлде қайда 
қолайлы. Мақалада SD-қосақтық қабықша моделі реалды рота-
циялық ядролардың төменгі энергетикалық күйлер қасиеттерін 
зерттеуге қолдануы көрсетілді. Атап айтқанда Эрбий мен Иттер-
бийді екі изотопы: 162Er, 164Yb-дің ротациялық күйлері зерттеледі. 
Ядролардағы негізгі, және –, – жолақтарының деңгейлері мен 
олардағы болатын E2 – электро-магниттік ауысулар ықтималдығы 
есептеледі. Олардың мәндері эксперименттегі табылған шамалар-
мен салыстырылады. 

Түйін сөздер: нуклон, ядро, ядро күйлері, фермион, бозон, яд-
ролық реакция гамильтониан, матрицалық элементтер.  
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Введение 

Построение более последовательной и наиболее адекват-
ной теории многонуклонных систем является актуальной за-
дачей современной теоретической ядерной физики. Законо-
мерности строения ядра и ядерных сил весьма важны во всех 
отраслях естественных наук и в атомной промышленности. 
Существуют несколько оригинальных попыток описания 
природы коллективных возбуждений ядер. На ранних ста-
диях такие теории носили в основном феноменологический 
характер.  

Разработанный нами и независимо за рубежом А.Аримой 
и Ф.Якелло [1,2] альтернативный метод теоретического исс-
ледования коллективного движения нуклонов в ядре расс-
матривает такие возбуждения как взаимодействия бозонов с 
разными спинами, образованных коллективными взаимодей-
ствиями нуклонов.  

Хотя обычная бозонная теория хорошо приспособлена к 
группово-теоретическому рассмотрению свойств многонук-
лонных систем, но она не дает микроскопическо-нуклонную 
картину описываемых процессов. 

В начале 80-х годов Т.Отсука и его сотрудники [3] ввели 
в теорию протонные и нейтронные степени свободы, кон-
цепцию F-спина и метод отображения нижнего оболочечно-
модельного пространства в бозонные, которые в литературе 
называется отображением Отсуки-Аримы-Якелло (ОАЯ- 
отображением). Новым моментом ОАЯ- подхода является 
то, что их отображение дает однозначное соответствие меж-
ду матричными элементами фермионного и бозонного опи-
сания для состояний с низкой сеньорити. Аналогичные по-
пытки отобразить фермионные операторы в бозонные были 
предприняты Ву R.L и др.[4], Гинокчио Дж.Н [5], Ян-Ан Лио 
и др [6], Иошинага и др [7]. 

Важной и интересной задачей теории ядра является опи-
сать эти коллективные моды посредством фермионных сте-
пеней свободы в них. Но точное оболочечно-модельное 
объяснение их природы остается очень сложной задачей да-
же с помощью современных компьютеров.  

ОБОЛОЧНО-ПАРНАЯ 
МОДЕЛЬ  

РОТАЦИОННЫХ  
СОСТОЯНИЙ ЯДЕР 
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Поэтому приходится использовать некото-
рые методы обрезания такого гигантского 
пространства так, чтобы вычисления внутри об-
резанного пространства стали удобными и в то-
же время реалистическими.  

Успех модели взаимодействующих бозонов 
(МВБ) предполагает, что S  и D  пары в ядер-
ных системах играют главную роль в природе 
низко-лежащих спектров ядерных мод. Поэтому 
во многих исследованных s  и d  бозоны расс-
матривались соответственно как коллективные 
S  и D  пары валентных нуклонов [4-7]. 

Недавно была предложена SD нуклонно-
парная оболочечная модель NPSM для ядерных 
коллективных движений, в которой коллектив-
ные ядерные пары с угловыми моментами L=0,2 
служили в качестве строительных блоков. В 
этом подходе орбиты нуклонов нормальной и 
ненормальной четности рассматривались на 
одинаковом фундаменте. Они позволили про-
вести различные схемы обрезания полного обо-
лочечно-модельного пространства до SD-парно-
го подпространства. В данной модели гамильто-
ниан системы диагонализуется точно в SD- 
пространстве, тем самым модель воспроизводит 
вибрационные, ротационные и  нестабиль-
ные спектры состояний ядер, соответствующие 
 ,5U SU  3  и SO  6  пределам МВБ.
В данной работе мы применили NPSM-мо-

дель к реальным ротационным ядрам, в част-
ности к двум изотопам эрбия и иттербия: 

.,164162 YbEr  

Основа NPSM модели 

С начала кратко изложим содержания моде-
ли NPSM. Для систематического изучения ст-
руктуры состояний и свойств ядер мы выбрали 
гамильтониан системы в простой форме: 
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Гамильтониан нейтрон-протонного взаимо-
действия равен: 
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В этих выражениях i , iG , ik , k – одночас-
тичные энергии j- уровня, глубина спариватель-
ных и  квадруполь-квадрупольного взаимодей-
ствия одноименных нуклонов и глубина квадру-
поль-квадрупольного взаимодействия разнои-
менных нуклонов, соответственно. Оператор 
E2-переходов между состояниями равен 

,)2( 22
 QeQeET             (5) 

где e и e – эффективные заряды протона и 
нейтрона, соответственно. 

В равенстве (3) для коллективных пар 
v(a,b,r)  определяет структурные коэффициенты 
S и D пар. В работе структурные коэффициенты 
S-пары нуклонов приближенно определяются
как  ,/12),,( aaa uvjraav   в которой va и 
ua – амплитуда занятости и незанятости нуклон-
ных орбит, которые являются решениями БКШ-
уравнения. D -пары в системе определяются че-
рез коммутатор 

  .)()2,,(,
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1 2222
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Для четных систем с одинаковыми n нукло-
нами выбираем произведение N=n/2 пар с угло-
выми моментами Nrиrr ....., 21  когда имеем обо-
лочечно-модельный базис. N пары последова-
тельно связываются в полный угловой момент 
JNMN. Такую базисную волновую функцию 
обозначим, связывая угловые моменты по два:  
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при условии 11 Jr  , Nrrr .....21  . Для задан-
ного набора квантовых чисел ( 1 2 .....r r   

Nr ; NN MJ ) имеются также много наборов, от-
личающихся по промежуточным угловым мо-
ментам J2 … JN–1. Такие наборы не являются ни 
ортогональными, ни независимыми. Для того, 
чтобы работать с этими сверх наполненными 
наборами, для данного JN возьмем независимый 
набор образованный выбором самого возможно 

большого углового момента Ji. Этот выбор при-
ведет к необходимому суммированию. Тогда их 
легко идентифицировать и многопарные базис-
ные состояния станут линейно-независимыми, 
но еще не ортогональными. 

Матричные элементы гамильтониана по 
мультипарному базису можно выразить через 
перекрытие мультипарных волновых функций 
состояний и их можно вычислить рекуррент-
ным образом в виде: 
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Здесь 12ˆ  JJ , )( Nk SH  – коэффициенты 
Рака, определяющие различные процедуры пе-
ревязки, к – постоянные величины, возни-

кающие при аннигиляции пары 

krA  с NSA , из 

за чего они зависят от структуры этих двух пар. 
Обозначение '

ir  означает появление новой кол-

лективной пары 
/

irA  с новой структурной функ-
цией )( ''

iik raav , зависящей от структуры пар 

krA ,


irA  и 


NSA и от промежуточных квантовых 

чисел 21...  kki LLL . Эти угловые моменты 

)1,2.,...( ''  kkiiLi  относятся к первым 'i -
парам бра-состояний правой части равенства 
(8). Поскольку правая сторона равенства (8) яв-
ляется линейной комбинацией перекрытия 
функций N-1 пар, то все такие интегралы перек-
рытия можно вычислить рекуррентно, начиная 
с простейшей двухчастичной конфигурации. 

При вычислении таких перекрытий волно-
вых функций необходимо иметь в виду; что 
коммутатор определяется равенством: 
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Базисные волновые функции имеют вид: 
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Одно частичные матричные элементы операторов вычисляются в виде интегралов перекрытия:  
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где l
ad CCcdlqQ )()(   .

Двухчастичные операторы определяются равенством  
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Более подробное изложение таких вычисле-
ний дано в [8, 9] 

Заметим, что угловые моменты ri
` новых пар 

'irB  могут принять значения 0,1,2,…. И струк-
туры этих новых пар 'irB  с 0,2 отличаются от
структуры пар 'irА  в равенстве (3). Другими
словами SD-подпространство не закрывается 
под действием гамильтониана, т.к. в промежу-
точных состояниях могут появляться все сорта 
новых пар со все возможными угловыми мо-
ментами (вместо только нуля и двойки). Факти-
чески этот факт делает трудным вычисления 
интегралов перекрытия волновых функций для 
большого числа пар N. 

Применение модели к реальным системам 

Экспериментальные значения одночастич-
ных энергий для протонов H0(π) и нейтронов  

H0(v) взяты из [10] как одночастные энергии 
ядер 82

133
51 Sb  и 81

131
50 Sn , соответственно. Они да-

ны в таблице 1. Одночастные энергии в более 
тяжелых ядрах, типа изотопов Er, Yb могут ме-няться с изменением числа валентных нуклонов 
в них. Однако для рассматриваемых ядер эти 
величины взяты фиксированными. Четыре па-
раметра Gπ, Gv, ki, k выбраны из сравнения энер-
гии состояний спектров ядер с их эксперимен-
тальными значениями. Они приведены в табли-
це 2. Хотя параметры фиксированы для каждого 
ядра, но было видно, что они монотонно и мед-
ленно меняются с ростом пар N. 

Из таблиц видно, что Gπ больше чем Gv для 
обоих ядер. Причина этого состоит в том, что 
расщепление одночастичной энергии для прото-
нов много больше чем для нейтронов, и ослаб-
ляющий эффект этого расщепления на коллек-
тивность состояний в ядрах больше глубины 
парного взаимодействия для протонов. 

Таблица 1 – Одночастичные энергии для протонов и нейтронов SnSb 131133 ,

)(Мэв 2/7g 2/5d 2/3d 2/11h 2/1s
0 0.96 2.69 2.76 2.99

)(Мэв 2/3d 2/11h 2/1s 2/5d 2/7g
0 0.24 0.33 1.66 2.34

Таблица 2 – Параметры парных взаимодействием нуклонов в ядрах 

ядро 
G vG k vk к

Sn131 0.29 0.18 0.21 0.18 0.41

Sb133 0.29 0.20 0.22 0.19 0.43
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Таблица 2 показывает, что сила  n-p взаимо-
действия к  примерно в 2 раза больше чем глу-
бина nn, pp-взаимодействия. Кроме того, абсо-
лютная величина n-p взаимодействия медленно 
растет с увеличением число пар в ядрах. 

Вычисленные и экспериментальные спект-
ры представлены на рисунках 1, 2, 3. На них 
изображены основные и β–, γ– вибрационные 
полосы, которые находятся в удовлетворитель-
ном согласии с экспериментальными их величи-
нами. Особенно самые нижние состояния у 
обоих ядер, до спинов 12+ у основных полос пе-
редаются хорошо. Однако у более высоких сос-
тояниях вычисленные и опытные энергетичес-
кие величины начинают отличаться все 
сильнее. Такое различие данных объясняется не 
только приближенностью подбора свободных 
параметров теории, но и также отсутствием вк-
ладов более высоких степеней свободы нуклон-

ных пар. Кроме того  при вычислениях мы 
больше заботились о согласии самых нижних 
состояний ираст полосы. В то же время выбор 
из многих типов спаривания нуклонов только S 
и D пар вполне удовлетворительно описывает 
нижний спектр коллективных возбуждений в 
тяжелых атомных ядрах. С другой стороны 
удовлетворительность выбора обрезанного SD-
парного пространства объясняется тем, что та-
кое подпространство зависит от относительной 
величины одночастичного энергетического чле-
на и эффективного остаточного взаимодействия 
эфV .В случае ||0 эфVH  , т.е. когда среднее 

поле намного сильнее чем остаточное взаимо-
действие пар, нуклоны будут двигаться более 
независимо, и все нуклонные пары с различны-
ми угловыми моментами почти вырождаются и 
таким образом находится на одном фундаменте.

-0,5

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

4,0

4,5

5,0

5,5

6,0

-0,5

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

4,0

4,5

5,0

5,5

6,0

70Yb164
94

теор

68Er162
94

E, МэВ

теор

 эксп

16+
g

2+
g

4+
g

0+
g

20+
g

10+
g

18+
g

8+
g

6+
g

12+
g

14+
g

16+
g

2+
g

4+
g

0+
g

20+
g

10+
g

18+
g

8+
g

6+
g

12+
g

14+
g

16+
g

2+
g

4+
g

0+
g

20+
g

10+
g

18+
g

8+
g

6+
g

12+
g

14+
g

16+
g

2+
g

4+
g

0+
g

20+
g

10+
g

18+
g

8+
g

6+
g

12+
g

14+
g

 эксп

Рисунок 1 – Спектры изотопов 162Er  и 164Yb для состояний g –  полос 
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Рисунок 2 – Спектры изотопов 162Er  и 164Yb для состояний β –  полос 
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Рисунок 3 – Спектры изотопов 162Er  и 164Yb для состояний γ –  полос 

Если необходимо будет использовать нук-
лонные пары как строительные блоки для опи-
сания таких систем, нужно было бы включить 

нуклонные пары со все возможными угловыми 
моментами, и SD-обрезание пространства стало 
бы неуместным. С увеличением эффективного 
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взаимодействия между одноименными нуклона-
ми, которые имеют очень короткий радиус, 
энергия SD-пар стала бы все ниже и ниже и они 
стали бы важнее остальных. Тогда SD- обреза-
ние будет играть главную роль. Поскольку Vэф 
растет с ростом числа пар N, то можно ожидать, 
что SD-приближение станет все лучще для 
больших N. К сожалению, с ростом N вычисли-
тельные работы для деформированных ядер -
становятся все труднее. 

Для определения матричных элементов дру-
гих физических операторов, особенно операто-
ров электромагнитных переходов между уров-
нями спектра необходимо определить волновые 
функции состояний. Мы знаем, что точное вы-
ражение волновых функций как линейные ком-
бинации не ортогональных (но нормированных) 
мульти-парных базисных функции очень полез-
но для получения микроскопической картины 
состояний и установления когерентности и не 
когерентности  смеси из мульти  D-парных об-
разований. Оказалось, что 

1O  состояние яв-
ляется чистым без вклада одиночных D пар, но  

со слабой смесью 0)(  DD состояний. А  

111 6,4,2  - являются в основном когерентной 

смесью одного, двух и трех D-парных уровней, 
соответственно. Все ираст состояния являются 
симметрическими и поэтому все 2E - переходы 
между соседними состояниями должны быть 
сильными. 

Состояния ядер 
22  в основном симметрич-

ны относительно двух D-парных вкладов со 
слабой связью с одно D-парной функцией. Чис-
ло D-пар в состояниях .....6,4,2,0 1111

  растет с 
увеличением нейтронных пар VN . Кроме того 
хорошо известен факт, что с ростом числа пар 
увеличивается деформация состояний. 

С помощью найденных волновых функций 
мы вычислили величину вероятности 2E - пе-
реходов между состояниями. В таблице 3 
представлены отношения В( 2E )-приведенных 
вероятностей переходов. При этом эффектив-
ный заряд протонов и нейтронов взят одинако-
вым и равным  .2.2 eee    

Таблица 3 – Отношения В( 2E )-приведенных вероятностей переходов

Переходы 
162Er 

Переходы 
164Yb 

эксперимент теория эксперимент теория

gg

gg

02
24



 

- 1.46 
gg

gg

02
24



 

02,048,1   1.56 

gg

gg

24
46




05,101,1   1.05 

gg

gg

24
46




02,004,1   1.18 

gg

gg

46
68




07,091,0   1.01 

gg

gg

46
68




02,094,0   1.19 

gg

gg

68
810




07,080,0   1.0 

gg

gg

68
810




02,093,0   1.24 

g

g

02
22








02,035,2   4.6 

g

g

02
22







 02,029,1   1.36 

g

g

22
42







 09,012,0   4.95 
g

g

22
42








06,005,4   4.62 

Как видно из таблицы 3, вычисленные 
В( 2E )-между расстояниями являются больши-
ми и растет с увеличением VN , хотя и медлен-
но. Это находится в согласии со структурой 
волновых функций. E2 – переходы для 

  12 22 , примерно имеет такую же величину 
и для переходов   12 02 , как и должно быть 

для деформированных и γ – нестабильных ядер. 
Все отношения переходов вполне хорошо пере-
дается теорией. 

Заключение 

Таким образом, из согласия между вычис-
ленными и экспериментальными относительны-
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ми В( 2E ) значениями  и корреляцией между 
этими величинами и волновыми функциями 
состояний можно сказать, что для исследуемых 
ядер типические свойства SU(3) динамической 
симметрии, т.е. для деформированных ядер, 
воспроизводиться NPSM моделью вполне  
хорошо. 

В NPSM не различая и не вводя разные фор-
мы сил можно объяснить естественную сме-
шанную симметрию 2+ состояний. Она  опреде-
ляется  наличием n-pсил структуре этих уров-
ней. 

Подчеркнем, что только с помощью  четы-
рех параметров можно объяснит энергии уров-
ней как для симметрических так и смешанно-
симметрических состояний, а также В(E2) – пе-
реходы между ними. 

Эта NPSM модель точно решается в фер-
мионом, обрезном SD- подпространстве. Она  
может быть микроскопической основой МВБ, в 
то же время ее также можно использовать как 
основу различных процедур отображения фер-
мионных операторов в бозонные. Вместе с тем 
следует отметить,  что компьютерное время рез-
ко увеличивается с ростом числа пар. Это осо-
бенно касается вычисления в области сильно 
деформированных ядер.  

Наконец, подчеркнем, что SD – подпространс-
тво плохо работает, когда число нуклонных пар 
мало, особенно для случаев либо Nπ = 1 либо Nv = 
1. Для улучшения согласия между эксперимен-
тальными и вычисленными величинами прихо-
дится увеличить число нуклонных пар. Но при
этом компьютерное время резко увеличивается.
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