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ОПРЕДЕЛЕНИЕ  
НЕРЕЛЯТИВИСТСКОГО ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО СПЕКТРА  

МОЛЕКУЛЯРНЫХ ИОНОВ ВОДОРОДА H2
+ И HD+ 

 
 

Для решения фундаментальных проблем физики, химии, биологии и других наук, которые 
включают в себя множество повседневных практических задач, необходимо располагать 
методами исследования, позволяющими определять качественный и количественный составы 
вещества, его строение, свойства и другие параметры в широких пределах температур и 
давлений, в различных агрегатных состояниях, при малых и больших концентрациях и прочих 
физических условиях. Универсальным методом, который удовлетворяет всем этим условиям, 
является спектроскопия. Спектроскопия – раздел физики занимающийся исследованием строе-
ния вещества с помощью электромагнитного изучения, поглощенного, испущенного, рассеян-
ного или отраженного объектом исследования. Электромагнитное излучение, разложенное по 
длинам волн или по энергии, образует спектр. Все современные учения о спектрах 
электромагнитного излучения базируются на квантовой теории, и тем самым молекулярная 
спектроскопия основывается на квантовых законах. В данной работе мы используем 
экспоненциальное разложение волновой функций с вариационным базисным набором типа exp(–
nR–nr1–nrn) для систематического вычисления нерелятивистских энергии связанного состояния 
молекулярных ионов водорода H2

+, HD+. Мы выполняем расчеты для состояний с общим 
орбитальным моментом L=0-4 и с набором колебательных квантовых чисел =0-10.  
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Determination of the non-relativistic energy spectrum  
of molecular hydrogen ions H2

+ and HD+  
 

To solve the fundamental problems of physics, chemistry, biology and other sciences, which include 
many day-to-day practical tasks, it is necessary to have research methods that allow us determining the 
qualitative and quantitative composition of a substance, its structure, properties and other parameters in 
wide ranges of temperature and pressure, various aggregative states, at low and high concentrations and 
other physical conditions. A universal method that satisfies all these conditions is spectroscopy. 
Spectroscopy is the section of physics engaged in the study of the structure of matter using 
electromagnetic research, absorbed, emitted, scattered or reflected by the object of study. 
Electromagnetic radiation, decomposed by wavelength or energy, forms a spectrum. All modern studies 
on the spectra of electromagnetic radiation are based on quantum theory, and thus molecular 
spectroscopy is based on quantum laws. In this paper, we use the exponential expansion of the wave 
functions with the variational basis set type exp(–nR–nr1–nrn) for the systematic calculation of non-
relativistic bound state energy hydrogen molecular ion H2

+ and HD+. We perform calculations for the 
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state with the total orbital angular momentum L=0-4 with a full set of vibrational quantum numbers 
=0-10.  

Key words: energy spectrum, Schrödinger equation. 
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Сутегі молекулалық иондарының H2
+ және HD+  

релятивистік емес энергиялық спектірін анықтау  

Көптеген күнделікті практикалық тапсырмаларды қамтитын физика, химия, биология және 
басқа ғылымдардың іргелі мәселелерін шешу үшін температураның және қысымы кең 
ауқымдардағы заттардың, оның құрылымының, қасиеттерінің төмен және жоғары концен-
трацияларын, басқа да физикалық жағдайларда әртүрлі агрегаттық күйлер үшін параметрлердің 
сапалық және сандық құрамын анықтауға мүмкіндік беретін зерттеу әдістерін қолдану қажет. 
Барлық осы шарттарды қанағаттандыратын әмбебап әдіс спектроскопия әдісі болып табылады. 
Спектроскопия әдісі физика саласын зертеу барысындағы электромагнитті зерттеу әдістерін 
қолданып, зерттеу нысанымен зерттелетін, сіңірілетін, шығарылатын, шашыратылған немесе 
көрінетін заттардың құрылымын зерттеумен айналысатын негізгі әдістердің бірі болып табылады. 
Толқын ұзындығы немесе энергиясы арқылы ыдырайтын электромагниттік сәуленің спектрін 
құрайды. Электромагниттік сәулелену спектрлеріндегі барлық қазіргі заманғы ілімдер кванттық 
теорияға негізделген, сондықтан молекулалық спектроскопия кванттық заңдарға негізделген. Біз 
бұл жұмыста H2

+, HD+ сутегі молекулалық иондарының релятивистік емес энергияның байланыс 
күйінің жүйелілігін есептеу үшін exp(–nR–nr1–nrn) базистік түрдегі толқындық функцияны 
пайдаланамыз. =0-10 тербеблмелі кванттық сандардың толық жиыны бар және L=0-4 жалпы 
орбиталдық моменттері бар күйлер үшін есептеулер жүргіземіз. 

Түйін сөздер: энергиялық спектр, Шредингер теңдеуі. 

Введение 

Молекулярные спектры ионов водорода, 
описываются более сложным образом, нежели 
двухатомные. Наряду с движением электронов 
существенную роль играют периодические коле-
бания относительного расположение ядер – 
колебательное движение молекулы и периоди-
ческие изменения ориентации молекулы как 
целого в пространстве – вращательное движение 
молекулы. Таким образом, в молекуле сущес-
твует три вида движений – электронное, колеба-
тельное и вращательное. Это приводит к тому, 
что спектры молекул значительно сложнее спек-
тров атомов и как правило, имеют очень 
характерный вид. 

В данной работе рассматривается квантовая 
задача трех тел с кулоновским взаимодействием, 
которая является одной из наиболее известных 
неинтегрируемых задач в квантовой механике. 
Задача на связанные состояния для системы трех 
частиц допускает сколь угодно точные числен-
ные решения на современных вычислительных 
машинах. 

Основной задачей является вычисление 
нерелятивистских уровней энергии в квантовой 

системе трех частиц, в частности рассматриваем 
молекулярные ионы водорода H2

+ и HD+. 
Предложенные эксперименты по лазерной 

спектроскопии [1,2] для высокоточных измере-
ний колебательного спектра молекулярных 
ионов водорода H2

+ и HD+, представляют метро-
логический интерес и нацелены на высокую 
точность, для того, чтобы улучшить совре-
менную точность отношения масс электронов к 
протону [3], неопределенность спектроскопи-
ческих данных, а также теоретические расчеты 
спектров для сравнения. Чтобы удовлетворить 
этим строгим требованиям, теоретические рас-
четы должны достичь, по крайней мере, уровня 
10 кГц (или 10–11 в атомных единицах). 

Вариационная волновая функция. Экспо-
ненциальное разложение. 

Экспоненциальное разложение для S – сос-
тояний имеет вид: 

       (1) 

где параметры в экспоненте выбираются тем или 
иным образом. В ранних работах [4], исполь-
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зовавших разложение (1), полученное представ-
ление связывали с дискретизацией интеграль-
ного представления волновой функции 

  (2) 

предложенного еще Гриффином и Уиллером [5] 
в 1957 году. При этом параметры αn, βn и γn 
выбирались в соответствии с различными 
квадратурными формулами интегрирования (2). 
Систематическое исследование разложения (1) с 
использованием параметров, генерируемых с 
помощью псевдослучайных чисел, было дано в 
[6]. В предлагаемом подходе нелинейные 
параметры из уравнения (1) генерируются с 
помощью следующих простых формул: 

 (3) 

Здесь  обозначает дробную часть х, а 
 и  – некоторые простые числа. Преи-

мущество этих простых генераторов псевдослу-
чайных чисел состоит в воспроизводимости ре-
зультатов вариационных вычислений. Скорость 
сходимости экспоненциального разложения с 
псевдослучайной стратегией выбора нелиней-
ных параметров (3) необычайно высока на на-
борах базисных функций умеренных размер-
ностей (до 100–200 пробных функций). К недос-
таткам метода следует отнести быстрое вырож-
дение базиса, что приводит к потере устой-
чивости вычислений в арифметике двойной 
точности уже при размерностях базиса .

Другой существенной особенностью метода 
является медленная сходимость разложения для 
систем с двумя тяжелыми ядрами, такими как 
H2

+ и HD+. Подобное поведение можно легко 
объяснить отсутствием осцилляций у экспонен-
ты, описывающей взаимное движение тяжелых 
ядер, в то время как осцилляторное поведение 
характерно для колебательных степеней сво-
боды молекулярных систем. Однако рецепт, поз-
воляющий избавиться от этого недостатка, очень 
прост, достаточно ввести вместо вещественных 
экспонент в (1) комплексные и перейти к базису 

состоящему из вещественных и мнимых частей 
исходного базиса: 

(4) 

Данный рецепт был предложен Ребане и 
Юсуповым [7] (в варианте для одной ком-
плексной базисной функции) и независимо 
Коробовым В.И. [8], а также в несколько менее 
эффективной форме Фроловым и Смитом [9]. 
Для построения вариационной функции для 
молекулярных систем при полном орбитальном 
моменте не равном нулю, удобно использовать 
разложение по биполярным гармоникам, 

  (5) 

аналогичное обобщенному хиллераасовскому 
разложению с произвольным полным угловым 
моментом системы  

   (6) 

которое связывается с молекулярным раз-
ложением 

  (7) 

с помощью следующего соотношения: 

(8) 

где коэффициенты  выражаются через 
коэффициенты Клебша-Гордана: 
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При этом геометрия выбирается так, что  
R = r1, a r = r2. В этом случае разложение по 
угловым переменным индексируется парамет-
ром l2 – угловым моментом легкой частицы и 
быстро сходится по l2, так как подпространства  

 

  (10) 

и 
 

 (11) 

 
совпадают. 

Для удобства выпишем экспоненциальное 
вариационное разложение в полном виде с 
учетом угловой зависимости волновой функции, 
описывающей вращательные степени свободы: 

 

 (12) 

 
где , или L + 1, в зависимости от 
пространственной четности состояния, а ком-
плексные параметры в экспоненте генерируются 
псевдослучайным образом (3). 

Замедление сходимости наблюдается в моле-
кулярных расчетах, особенно для состояний с 
большим вибрационным квантовым числом, это 
объясняется тем, что частота осцилляций (вол-
новое число) зависит от R – расстояния между 
ядрами в системе и его изменение обусловлено 
спадом потенциала эффективного взаимодей-
ствия между тяжелыми частицами. В то же 
время, оптимизируя вариационный интервал для 
нелинейного параметра, который определяет 
волновое число решения в наиболее сущес-
твенной для энергии области, мы получаем 
неэффективное приближение в других областях 
по R. Чтобы исправить создавшееся положение 
необходимо строить многослойное вариацион-
ное разложение, состоящее из нескольких неза-

висимых наборов базисных функций, оптималь-
ные вариационные нелинейные параметры для 
которых ищутся независимым образом. Таким 
образом, каждый набор базисных функций, 
определяет оптимальное приближение в опре-
деленной области координат системы. Подобная 
стратегия приводит к тому, что экспоненциаль-
ное разложение становится наиболее эффектив-
ным и универсальным методом решения для 
связанных состояний в квантовой задаче трех 
тел с кулоновским взаимодействием. Возмож-
ности этого метода были продемонстрированы в 
[10-11]. 

Чтобы решить проблему численной неус-
тойчивости расчетов при больших значениях N 
первоначально использовался модуль программ 
«multiprecision» разработанный Бейли [12] для 
работы с Фортраном-90. Этот пакет позволяет 
производить расчеты в арифметике с любой 
наперед заданной точностью. Позднее Коро-
бовым В.И. были разработаны модули программ 
шестерной и восьмерной точности (соответ-
ственно, 48 и 64 десятичных цифр), которые 
помогли ускорить время счета в пять и более раз 
по сравнению с пакетом «multiprecision». Важ-
ной особенностью нового стандарта Фортрана 
90 является возможность использовать модули 
расширенной точности без существенного изме-
нения исходных программ. 

Далее решаем уравнение Шредингера для 
трехтельной кулоновской системы, используя 
вариационный подход, основанный на экспонен-
циальном разложении с произвольно выбран-
ными показателями. Этот подход был обсужден 
в работах [13-15]. Подробности и конкретная 
стратегия выбора вариационных нелинейных 
параметров и базисной структуры, которые 
были использованы можно найти в [16]. 

В рамках нашего подхода рассмотрена трех-
тельная кулоновская система, в которой опре-
делены энергетические спектры и волновая 
функция (ВФ) с учетом релятивистских попра-
вок. Волновую функцию для состояния с общим 
орбитальным моментом L и с пространственной 
четностью  запишем следующим 
образом: 
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где комплексные экспоненты, α, β и γ, 
генерируются псевдослучайным образом. 

Когда показатели αn, βn и γn являются 
реальными, метод обнаруживает медленную 
сходимость для кулоновских систем молеку-
лярного типа. Таким образом, использование 
комплексных показателей позволяет воспроиз-
вести осцилляторное поведение колебательной 

части волновой функции и улучшить 
сходимость [17-19]. 

Значения нерелятивистских энергий для ро-
вибрационных состояний представлены в 
таблицах I и II. Точность расчетов составляет  
10–15– 10–21 а.е.м. которая достигается при 
использовании базового набора функций  
N = 10000-24000.

Таблица 1 – Нерелятивистские энергии ро-вибрационных состояний с общим орбитальным моментом L = 0–4 и 
вибрационным квантовым числом v = 0 – 10. N – число базисных функций 

Таблица 2 –  Нерелятивистские энергии ро-вибрационных состояний с общим орбитальным моментом L = 0 – 4 и 
вибрационным квантовым числом v = 0 – 10. N – число базисных функций  

.2
H

.HD

N E(L=0) N E(L=1)
0 10000 -0.597139063081376670963 12000 -0.59687373878687954923 
1 10000 -0.587155679101444713781 10000 -0.586904320924614380 
2 10000 -0.5777519044232167853 10000 -0.5775140340657336467 
3 10000 -0.5689084987415003994 10000 -0.568683708270965639 
4 16000 -0.560609220862442689 16000 -0.5603971714131924453
5 16000 -0.55284074991111841 16000 -0.5526411715648436 
6 20000 -0.545592651009840162 20000 -0.54540534397317974
7 24000 -0.538857386984525910 24000 -0.53868222425807562
8 24000 -0.532630379374145566 24000 -0.53246731121551050
9 24000 -0.526910124034590286 24000 -0.5267591846776329

10 24000 -0.52169836903255114 24000 -0.52155968637179901 
N E(L=2) N E(L=3)

0 10000 -0.596345205491918999 10000 -0.59555763898337169218
1 10000 -0.586403631534449060 10000 -0.585657611883906690
2 10000 -0.577040237171615740 10000 -0.576334350228669387
3 10000 -0.568235992982634681 10000 -0.567569034844973164
4 16000 -0.559974864833213010 16000 -0.559345838241807626
5 16000 -0.552243738633085362 16000 -0.551651852949522041
6 20000 -0.54503238992232136 20000 -0.54447706506636723 
7 24000 -0.53833350007876060 24000 -0.5378143750491274 
8 24000 -0.53214272275155271 24000 -0.53165966969948405 
9 24000 -0.526458806300162 24000 -0.5260119516427957 

10 24000 -0.5212837806920813 24000 -0.5208735355638968
N E(L=4)

0 10000 -0.5945171692427256300 
1 10000 -0.584672134235802976 
2 10000 -0.57540200330847469 
3 10000 -0.56668823664171939 
4 16000 -0.558515281639920927 
5 16000 -0.55087050609878926 
6 20000 -0.5437441771166975 
7 24000 -0.5371294881293674 
8 24000 -0.53102263850938890 
9 24000 -0.5254229727658310 

N E(L=0) N E(L=1)
0 10000 -0.59789796861075746 12000 -0.59769812819407502
1 10000 -0.58918182956159831911 10000 -0.588991111996806790 
2 10000 -0.5809037002256222635 10000 -0.58072182812830538

v

v

v

v
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Заключение 

 Был проведен анализ основных подходов 
к построению вариационного разложения 
решений для молекулярных ионов водорода H2

+  
и HD+, как для основного состояния, так и для 
состояний с ненулевым орбитальным угловым 
моментом. Представлены расчеты нереляти-
вистских уровней энергий для состояний с угло-
выми моментами L = 0 – 4 и колебательными 
квантовыми числами v = 0 – 10. Также нами 
были проведены исследования сходимости, в 
зависимости от числа пробных функций, что 
позволило утверждать, что точность расчетов 

достигает 10–15 – 10–21 а.е.м. Результаты показы-
вают, что точность данных расчетов превышают 
точности предыдущих работ [20], это позволяет 
сказать, что последующие расчеты, в которых, 
будут учтены выше описанные нерелятивист-
ские энергии, дадут более точные теоретические 
данные. 
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